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Dynamické systémy

Soustava veličin ξ1, ξ2 . . . , ξn závislých na:

vněǰśı proměnné (věťsinou na čase)

počátečńıch podḿınkách

evolučńıch zákonech

Rozlǐsujeme stochastické a deterministické dynamické systémy. Pro
mechanické deterministické systémy můžeme evolučńı zákony ztotožnit s
diferenciálńımi rovnicemi plynoućı z Hamiltonových rovnic:

ξ̇1 = f1(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn),

ξ̇2 = f2(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn),

...

ξ̇n = fn(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn),

kde ξk = ξk(x ,p) pro k = 1, 2, . . . , n.
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Dynamické systémy

Diferenciálńı rovnice jednoznačně určuj́ı trajektorii ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)
ve fázovém prostoru v závislosti na počátečńıch podḿınkách
ξ1(0), ξ2(0), . . . , ξn(0).
Dále budeme uvažovat autonomńı soustavu rovnic, tj. nezávisej́ıćı
explicitně na čase.

*Pro diskrétńı dynamické systémy (věťsinou 2-dimenzionálńı) se zápis
zkrát́ı:

xn+1 = f1(xn, yn),

yn+1 = f2(xn, yn),

se zadanými x0, y0.
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Lineárńı dynamické systémy

ξ̇1 = a11ξ1 + · · ·+ a1nξn,

...

ξ̇n = an1ξ1 + · · ·+ annξn,

což je ekvivalentńı ξ̇ = Aξ.
Soustavu vy̌reš́ıme nalezeńım vlastńıch č́ısel a vektor̊u matice A:

Aη(l) = λlη
(l).

Rovnici splňuje každý výraz tvaru: ξ = η exp(λt).
Odkud obecné řešeńı (*násobnost vlastńıch č́ısel):

ξ(t) = c1η
(1)eλ1t + c2η

(2)eλ2t + . . . .
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Nelineárńı dynamické systémy
Body stability, fázový portrét

Oproti lineárńımu p̌ŕıpadu superpozice řešeńı nemuśı být řešeńım.
Pro odhadnut́ı fázového portrétu soustavy nalezneme stacionárńı body ξs ,
splňuj́ıćı:

fk(ξs) = 0,

pro k = 1, 2, . . . , n.
Poté v těchto bodech vyšeťrujeme druh stacionarity. Ke každému bodu
nalezneme matici stability n × n, jej́ıž koeficienty jsou akl ≡ ∂fk

∂ξl
.
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Nelineárńı dynamické systémy
Pro soustavu dvou diferenciálńıch rovnic bude ḿıt matice stability rozměr
2× 2 a dvě vlastńı č́ısla ω1 = a1 + ib1 a ω2 = a2 + ib2, poté jsou možné
následuj́ıćı kombinace:
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Nelineárńı dynamické systémy
Ljapunov̊uv exponent

Zkoumejme jak se vyv́ıj́ı dvě trajektorie s bĺızkými počátečńımi
podḿınkami, tj. ξ(0) ≡ ξ0 a ξ(0) + ε.
Plat́ı-li:

||ξ(t, ξ0 + ε)− ξ(t, ξ0)|| ∼ eλt ,

poté exponent λ nazveme Ljapunovým exponent. Pokud λ > 0 hovǒŕıme o
ljapunovsky nestabilńı trajektorii, zdali λ < 0 jde o ljapunovsky stabilńı
trajektorii.
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Nelineárńı dynamické systémy
Chaotická množina, atraktor, podivný atraktor

Chaotická množina X

každá trajektorie v X je ljapunovsky nestabilńı

existuje trajektorie, která X hustě pokryje

X je invariantńı množina

Atraktor A

trajektorie z okoĺı A jsou k A s rostoućım časem p̌ritahovány

existuje trajektorie, která A hustě pokryje

A je invariantńı a uzav̌rená množina

Podivný atraktor S – chaotický atraktor
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Nelineárńı dynamické systémy
Podivný Lorenz̊uv atraktor
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Nelineárńı dynamické systémy
Podivný Lorenz̊uv atraktor

Lorenz̊uv atraktor je generován diferenciálńımi rovnicemi:

ẋ = σ(y − x),

ẏ = x(r − z)− y ,

ż = xy − bz ,

kde σ, r a b jsou kladné parametry. Pro jistou množinu parametr̊u je
atraktor chaotický.
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Nelineárńı analýza časových řad
Generováńı časové řady

Systém se v čase t nacháźı ve stavovém vektoru ξ(t), časová řada z
mě̌reńı systému je řada reálných hodnot s1, s2, . . . , sk , kde

sl = g(ξ(t + l∆t)), resp. sl = g(xl , yl),

l ∈ k̂ a ∆t je časový rozestup mě̌reńı. Funkci g nazýváme mě̌ŕıćı funkćı.
Nap̌r. g(ξ(t)) = ξp(t), kde p ∈ n̂.
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Nelineárńı analýza časových řad
Zpožděný vektor (delay vector), Takenův teorém

Necht’ máme časovou řadu s1, s2, . . . , sk reálných č́ısel. Poté lze vytvǒrit
zpožděný vektor definovaný:

sn = (sn−(m−1)τ , sn−(m−2)τ , . . . , sn−τ , sn),

kde τ = k∆t je tzv. zpožděńı (time lag), ∆t je časový rozestup
sousedńıch členů časové řady a m je dimenze vektoru.

Takenův teorém prav́ı, že za poměrně obecných p̌redpokladů(m je věťśı
nebo rovno dimenzi dynamického systému) je vektor sn ekvivalentńı
stavovému vektoru ξ(n∆t).
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Nelineárńı analýza časových řad
Výběr parametr̊u m a τ

Při fixńı volbě m jsou zpožděné vektory ekvivalentńı pro r̊uzné volby τ
pouze tehdy, pokud jsou data bez p̌ŕıměsi šumu. Dobrý odhad parametru
τ je čtvrtina periody, nebo prvńı nula v autokorelaci:

cτ =
1

σ2
〈(sn − 〈s〉)(sn−τ − 〈s〉)〉 =

〈snsn−τ 〉 − 〈s〉2

σ2
,

kde σ = 〈(s − 〈s〉)2〉 je rozptyl časové řady.
Pro zjǐstěńı dostatečné volby m je ťreba sestavit statistiku:

Xfnn(r) =

∑N−m−1
n=1 Θ

(
|s(m+1)

n −s(m+1)
k(n)

|

|s(m)
n −s(m)

k(n)
|
− r

)
Θ
(
σ
r − |s

(m)
n − s(m)

k(n)|
)

∑N−m−1
n=1 Θ

(
σ
r − |s

(m)
n − s(m)

k(n)|
) ,
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Nelineárńı analýza časových řad
Výběr parametr̊u m a τ

kde r je faktor a k(n) je index zpožděného vektoru, který splňuje
|sn − sk(n)| =min., použ́ıváme maximálńı normu.
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Nelineárńı analýza časových řad
Předpovědi

Necht’ mámé vektory s1, . . . , sN ∈ Rm. Chceme-li p̌redpovědět člen časové
řady ∆n do budoucnosti, utvǒŕıme okoĺı Uε(sN) vektoru sN závislém na
parametru ε. Vezmeme všechny vektory z okoĺı sn ∈ Uε(sN) a koukneme
se, jaký člen následuje v individuálńıch p̌ŕıpadech. Předpověd’ je poté:

ŝN+∆n =
1

|Uε(sN)|
∑

sn∈Uε(sN)

sn+∆n.
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Nelineárńı analýza časových řad
Předpovědi, stroboskopický náhled
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Nelineárńı analýza časových řad
Předpovědi, ově̌reńı stacionarity řady

Rozděĺıme části časové řady, pomoćı jedné z části p̌redpov́ıdáme výsledky
z jiných. Sestav́ıme graf rozd́ılu pomoćı RMS p̌redpověd́ı a reálných dat a
sledujeme, jak moc se lyš́ı p̌redpověd od skutečnosti. T́ım ově̌rujeme
stacionaritu řady.
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