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1 Přechod mezi diskrénı́m a spojitým dynamickým systémem

2 Diskrétnı́ dynamické systémy
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Dynamické systémy

Sledujı́ vývoj určitých veličin v diskrétnı́ch nebo spojitých krocı́ch, dle
zadaných pravidel

Diskrétnı́ dynamické systémy – rekurentně zadané posloupnosti,
většinou bez závislosti na čase, např. Logistická mapa
Nk+1 = βNk(1− Nk), kde β ∈ (0, 4) a N0 ∈ (0, 1).

Spojité dynamické systémy – ve tvaru diferenciálnı́ch rovnic, např.
ẋ = f (x, t), odkud x(t0 + t) = x(t0) +

∫ t
t0

f (x(τ), τ)dτ

Přechod Spojité→Diskrétnı́:

xn+1 = x((n + 1)h) = x(nh) +
∫ (n+1)h

nh
f (x, t)dt, (1)

kde h > 0, n ∈ Z. Však nutnost výpočtu integrálu, což nemusı́ být analyticky
vždy možné. Prakticky se použı́vá Rungeova-Kuttova metoda.
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Aproximace:

∫ (n+1)h

nh
f (x, t)dt ' 1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = hf (xk, nh)→ k2 = hf (xk + k1/2, nh + h/2)

→ k3 = hf (xk + k2/2, nh + h/2)

→ k4 = hf (xk + k3, nh + h).

Přechod Diskrétnı́→Spojité nenı́ obecně vždy možný, pro xk+1 = g(xk) lze
odhadnout:

ẋ ' xk+1 − xk = g(xk)− g(xk−1) ' f (x).

Diskrétnı́ dynamické systémy jsou obecnějšı́ než spojité.
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Diskrétnı́ dynamické systémy a chaos

Stacionárnı́ bod xs systému xk+1 = g(xk) splňuje:

xs = g(xs). (2)

Pro Periodický bod xp s periodou n platı́:

xp =
(
g ◦ g ◦ · · · ◦ g

)︸ ︷︷ ︸
n

(xp). (3)

Bifurkace – nechť máme systém xk+1 = g(xk, µ), kde µ ∈ R je parametr.
Řekneme, že v hodnotě µB nastává bifurkace, pokuď se ”kvalitativně”
nebo topologicky změnı́ množina řešenı́ systému.

Logistická mapa xk+1 = βxk(1− xk), kde β ∈ (0, 4) a x0 ∈ (0, 1) má
”kvalitativně” rozdı́lné chovánı́ pro různé hodnoty parametru β, zde různý
počet limitnı́ch cyklů.
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Spojité dynamické systémy

Uvažujeme zejména vektorové diferenciálnı́ rovnice tvaru:

ẋ = f(x, t), (4)

kde t ∈ R je čas a f(x, t) : R× Rn → Rn je spojitá funkce v x i t a prostor
x ∈ Rn nazýváme fázovým prostorem.
Hledáme spojitě diferencovatelnou vekt. funkci x(t), jejı́ž derivace splňuje
rovnici (4).
Obecně lze převést skalárnı́ rovnici n-tého řádu na soustavu n + 1 dif. rovnic
prvnı́ho řádu tvaru (4):

dny
dtn = g(t, y,

dy
dt
, . . . ,

dn−1y
dtn−1 )→ ẋ = f(x, t),

kde x1 = dn−1y
dtn−1 , x2 = dn−2y

dtn−2 , . . . , xn+1 = y.
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Skalárnı́ diferenciálnı́ rovnice druhého řádu:

ÿ = g(y, t),

lze převést na soustavu tvaru (4) pomocı́ substituce x1 = ẏ, x2 = y, odkud

ẋ1 = g(x2, t),

ẋ2 = x1.

Např. skalárnı́ rovnice druhého řádu pro nelineárnı́ harmonický oscilátor
ÿ = −y + y2 − y3, při použitı́ substituce x1 = ẏ, x2 = y:

ẋ1 = −x2 + x2
2 − x3

2

ẋ2 = x1.
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Jednoznačnost řešenı́ a řešenı́ počátečnı́ úlohy

Je-li vektorová funkce f(x,t) spojitě diferencovatelná, poté splňuje
Lipschitzovu podmı́nku:

||f(x1, t)− f(x2, t)|| ≤ L||x1 − x2||, (5)

na [t0 − a, t0 + a]× D, kde x1, x2 ∈ D ⊂ Rn a L je Lipschitzova konstanta.
Poté úloha s počátečnı́mi podmı́nkami:

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0, (6)

má pouze jedno unikátnı́ řešenı́ x(t) ozn. x(t, x0), které nazýváme orbitou
nebo fázovou trajektoriı́ dané pp.
Definujme F = {x(t, x0)|x0 ∈ Rn} jako fázový portrét soustavy (4).
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Autonomnı́ systémy a stacionárnı́ bod

Studujme nynı́ podtřı́du spojitých dynamických systému, které majı́ tvar:

ẋ = f(x) (7)

a nazýváme je autonomnı́.
Nalezneme-li bod xs splňujı́cı́

0 = f(xs), (8)

pak xs nazveme stacionárnı́m bodem a nutně platı́ pro úlohu s počátečnı́
podmı́nkou:

ẋ = f(x), x(t0) = xs =⇒ x(t) = xs. (9)

Otázkou je, jak se chová dynamický systém v okolı́ stacionárnı́ho bodu.
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Linearizace dynamického systému

Předpokládáme, že vektorová funkce f(x) má Taylorův rozvoj ve stacionárnı́m
bodě xs a lze tedy zapsat ve formě:

f(xs + dx) = f(xs) + Adx + . . .

= 0 + Adx + g(xs + dx),

kde vektorová funkce g(x) splňuje podmı́nku

lim
x→xs

||g(x)||
||x− xs||

= 0.

Poté lze chovánı́ vekt. funkce f(x) na blı́zkém okolı́ bodu xs aproximovat:

ẋ = f(xs + dx) ' Adx.
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Lineárnı́ dynamický systém
Lineárnı́ dynamický systém lze zapsat jako:

ẋ = A · x, x(t0) = x0 (10)

kde A ∈ Rn,n je regulárnı́ matice. Nalezenı́m vlastnı́ch čı́sel λl a přı́slušných
vlastnı́ch vektorů ηl matice A splňujı́cı́:

Aηl = λlη
l, (11)

lze rozepsánı́m x(t) =
∑n

l=1 clη
l(t) zı́skat:

ẋ = A · x→
n∑

l=1

clη̇
l = A ·

n∑
l=1

clη
l =

n∑
l=1

clλlη
l, (12)

protože jsou vlastnı́ vektory navzájem kolmé, dostaváme n rovnic:

η̇l = λlη
l =⇒ ηl(t) = eλl(t−t0)ηl(t0). (13)
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Lineárnı́ dynamický systém

Odkud výsledek úlohy ẋ = A · x, x(t0) = x0 je

x(t) =
n∑

l=1

clη
l(t) =

n∑
l=1

cleλl(t−t0)ηl(t0). (14)

Analýzou vlastnı́ch čı́sel λl ∈ C můžeme určit, jak se chová řešenı́ v daných
směrech ηl. Stacionárnı́ bod úlohy je pouze xs = 0.
Nechť x(t0) = clη

l 6= 0, poté x(t) = clη
l(t) = cleλl(t−t0)ηl, pokud pro

λl = al + ibl ∈ C
al ≤ 0 a bl = 0 pak je v daném směru ηl bod xs = 0 stabilnı́

al > 0 a bl = 0 pak je v daném směru ηl bod xs = 0 nestabilnı́

al = 0 a bl 6= 0 pak v daném směru ηl řešenı́ x(t) osciluje
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Deterministický chaos

Ve spojitém dynamickém systému s vı́ce jak třemi stupni volnosti může
vzniknout jev zvaný deterministický chaos, který se vyznačuje:

velkou citlivostı́ na pp,

exponenciálnı́ rozbı́havostı́ blı́zkých orbit,

uvězněnı́ orbit na množině zvaném podivný atraktor,

neintegrabilita pohybových rovnic.

Chaotický atraktor A je množina ve fázovém prostoru splňujı́cı́:

∃UA, takže ∀x0 ∈ UA =⇒ lim
t→∞

ρ(x(t, x0),A) = 0,

existuje trajektorie, která A hustě pokryje,

A je invariantnı́.

Ukazuje se, že podivné atraktory jsou fraktály, které nemajı́ celočı́selnou
dimenzi. Ta se určuje podle škálovánı́ N = ν−D.
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Lorenzův systém
Chaotický Lorenzův dynamický systém s parametry σ, r, b a fraktálnı́ dimenzı́
D = 2, 06± 0, 01:
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Hamiltonovské systémy

Exituje skalárnı́ funkce H = H(q,p) taková, že pohybové rovnice systému
lze zı́skat ∀i ∈ n̂:

pi = −
dH
dqi

; qi =
dH
dpi

, (15)

funkce H představuje prvnı́ integrál pohybu.
Platı́ Liouvilleův teorém – objem ve fázovém prostoru se zachovává =⇒ v
Hamiltonovských systémech existuje pouze sedlo nebo ohnisko a jejich
kombinace.
Nelinearitu lze přidávat do systému jako poruchu pomocı́ parametru ε:

H = Hlin + εHpor → ẋ = Ax + εf(x).
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KAM teorém

Napřı́klad porušený harmonický oscilátor:

H =
1
2
(q2

1 + p2
1) +

1
2
(q2

2 + p2
2) + ε(q2

1q2 −
1
3

q3
2)

→ ṗ1 = −q1 − ε2q1q2

q̇1 = p1

ṗ2 = −q2 + ε(q2
2 − q2

1)

q̇2 = p2

KAM teorém: Řešı́ změnu fázového portrétu při přidánı́ nelineárnı́ poruchy.
Přežijou určité části tóru, ty s dostatečně iracionálnı́m podı́lem
frekvencı́(kvaziperiodické orbity). Ostatnı́ se změnı́ na invariantnı́ Cantorovo
diskontinuum.
Prvnı́ použitı́ na nebeskou dynamiku třı́ těles, později na celou slunečnı́
soustavu.
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Poincarého řez
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Cantorovo diskontinuum

Iteracı́ zı́skáváme Ci, kde Cantorovo diskotinuum je množina C =
⋂∞

i=1 Ci s
dimenzı́ D = 0, 6309.
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Poincarého řez
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Numerická simulace
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Numerická simulace
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Numerická simulace
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Numerická simulace

Tomáš Novák (FJFI ČVUT v Praze) Nelineárnı́ dynamika January 17, 2020 29 / 31



Numerická simulace
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