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Dynamické systémy

Sleduji vyvoj urcitych veli¢in v diskrétnich nebo spojitych krocich, dle
zadanych pravidel
o Diskrétni dynamické systémy — rekurentné zadané posloupnosti,
vétSinou bez zavislosti na Case, napf. Logistickd mapa
Nit1 = BNi(1 — Ni), kde 8 € (0,4) aNo € (0, 1).
@ Spojité dynamické systémy — ve tvaru diferencidlnich rovnic, napf.
. t
x = f(x,1), odkud x(r9 + t) = x(t0) + ftof(x(r), T)dT
Prechod Spojité— Diskrétni:

(n+1)h

Xnt1 = x((n + 1)h) = x(nh) + / f(x,p)dt, (1)

nh

kde h > 0,n € Z. VSak nutnost vypoctu integrilu, coz nemusi byt analyticky
vzdy moZné. Prakticky se pouZivd Rungeova-Kuttova metoda.
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Aproximace:

(n-‘rl)h 1
/ fx,t)dt ~ E(kl + 2k + 2k3 + k4)
nh

ki = hf(xk,nh) — ky = hf(xk + ky /2, nh + h/2)
— k3 = hf(xk + k2/2,nh + h/2)
— kg = hf (xx + k3, nh + h).
Prechod Diskrétni— Spojité neni obecné vZdy mozny, pro x;1 = g(xx) lze
odhadnout:
& o X — x = g(on) — glu—1) = f(x).

Diskrétni dynamické systémy jsou obecnéjsi nez spojité.
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Diskrétni dynamické systémy a chaos

@ Staciondrni bod x* systému x;; = g(x¢) spliiuje:
X =g(x"). ()
@ Pro Periodicky bod x” s periodou n plati:

xP:(gogo---og)(xp). 3)
—_— ——

n

e Bifurkace — nechi mdme systém x; | = g(xt, 1), kde 1 € R je parametr.
Rekneme, Ze v hodnot¢ g nastava bifurkace, pokud se “kvalitativne”
nebo topologicky zméni mnoZina feSeni systému.

Logistickd mapa x;11 = Bxx(1 — x¢), kde 8 € (0,4) axyp € (0,1) ma
“kvalitativn€” rozdilné chovani pro rizné hodnoty parametru 3, zde rizny
pocet limitnich cykld.
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Spojit€é dynamické syst€émy

Uvazujeme zejména vektorové diferencidlni rovnice tvaru:
x =f(x,1), “)

kder € R je cas a f(x,7) : R x R” — R” je spojitd funkce v x i ¢ a prostor

x € R" nazyvame fazovym prostorem.

Hleddme spojité diferencovatelnou vekt. funkci x(7), jejiz derivace spliiuje
rovnici (4).

Obecné lze prevést skalarni rovnici n-té€ho fadu na soustavu n + 1 dif. rovnic
prvniho f4du tvaru (4):

dny dy dn—ly )
— =g(ty,—,..., —x=1f(x,1),
dr gty dt dt"—l) (% 1)
dn—l dn—2
kde x; = qu,xz = W_zyw--,xnﬂ =).
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Skalarni diferencialni rovnice druhého fadu:

y=2g,1),

Ize prevést na soustavu tvaru (4) pomoci substituce x; = y, x, = y, odkud

)'Cl - g(-x27t)7
562 = X1.

Napf. skalarni rovnice druhého fadu pro nelinedrni harmonicky oscilator
y = —y 4+ y> — y3, pfi pouZiti substituce x; = y, x» = y:

X1 = —x —|—x%—x%

)'czle.
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Jednoznacnost feSeni a feSeni pocateCni ulohy

Je-1i vektorova funkce f(x,7) spojité diferencovatelnd, poté spliiuje
Lipschitzovu podminku:

[If(x1, 2) — £(x2, 1) ]| < Lifx1 — %2, (5)

na [fo — a,ty + a] x D, kde x;,Xx, € D C R" a L je Lipschitzova konstanta.
Poté tloha s poc¢dteénimi podminkami:

x = f(x,7), x(t) = Xo, (6)

mad pouze jedno unikdtn{ feSeni x(z) ozn. x(t, X¢), které nazyvame orbitou
nebo fazovou trajektorii dané pp.
Definujme F = {x(t,Xo)|xo € R"} jako fazovy portrét soustavy (4).
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Autonomni systémy a stacionarni bod

Studujme nyni podtfidu spojitych dynamickych systému, které maji tvar:
% = f(x) (7)

a nazyvame je autonomni.
Nalezneme-li bod x; spliiujici

0 = f(xy), (8)

pak x; nazveme stacionarnim bodem a nutné plati pro tlohu s pocate¢ni
podminkou:
x =1(x), x(t) =%, = x(1) =x,. ©)

Otazkou je, jak se chova dynamicky systém v okoli stacionarniho bodu.
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Linearizace dynamického systému

Predpokladame, Ze vektorova funkce f(x) ma Taylortiv rozvoj ve staciondrnim

bodé x; a lze tedy zapsat ve formé:

f(x, + dx) = f(x,) + Adx + ...
=0+ Adx + g(x, + dx),

kde vektorova funkce g(x) splituje podminku

o el

xox [[x = x|

Poté 1ze chovani vekt. funkce f(x) na blizkém okoli bodu x, aproximovat:

x = f(x; + dx) ~ Adx.
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Linearni dynamicky systém

Linearni dynamicky systém lze zapsat jako:
x=A-x, x(fh) =xo (10)

kde A € R™" je regularni matice. Nalezenim vlastnich Cisel ); a prislusnych
vlastnich vektorti 7 matice A spliiujici:

An' = xm', (11

Ize rozepsanim x(7) = .1, cim'(¢) ziskat:

n n n
XzA-x—)Zcml:A-chnlzzCz)\znl, (12)
=1 =1 =1

protoZe jsou vlastni vektory navzajem kolmé, dostavame n rovnic:

7=\ = nl(t) = eA’(t*t")nl(to). (13)
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Linearni dynamicky systém

Odkud vysledek dlohy x = A - x, x(7)) = X¢ je

x(t) =Y _em'(t) = _ /(). (14)
=1 =1

Analyzou vlastnich ¢isel \; € C miZzeme urdit, jak se chova feSeni v danych
smérech n'. Staciondrni bod tlohy je pouze x; = 0.

Nechit x(#y) = cm' # 0, poté x(1) = ¢’ (t) = ¢;eM"~)n!, pokud pro
N=a +ibeC

@ a; < 0ab; =0pakje vdaném sméru nl bod x; = 0 stabilni
@ a; > 0ab; =0 pakje vdaném sméru nl bod x; = 0 nestabilni

e a; = 0ab; # 0 pak v daném sméru 7’ feSeni x(¢) osciluje

Tomas Novak (FJFI CVUT v Praze) Nelinedrni dynamika January 17, 2020 16/31



###

) Nestabilni uzel ) Stabilni uzel (c) Sedlo (nestabilni)
(d) Nestabilni uzel-ohnisko  (e) Stabilni uzel-ohnisko (f) Sedlo—ohnisko
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Deterministicky chaos

Ve spojitém dynamickém systému s vice jak tfemi stupni volnosti mize
vzniknout jev zvany deterministicky chaos, ktery se vyznacuje:

e velkou citlivosti na pp,

@ exponencidlni rozbihavosti blizkych orbit,

@ uvéznéni orbit na mnoZziné zvaném podivny atraktor,

@ neintegrabilita pohybovych rovnic.
Chaoticky atraktor A je mnoZina ve fizovém prostoru spliujici:

e JU4, takZze Vxp € Uy — tlig?o p(x(t,%9), A) =0,

@ existuje trajektorie, kterd A husté pokryje,

@ A je invariantni.

Ukazuje se, Ze podivné atraktory jsou fraktdly, které nemaji celociselnou

dimenzi. Ta se uréuje podle §kdlovani N = v =P,
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Initiator
Order 0
Length = 1

Generator
Order 1
Length = 4/3

1

Order 2
Length = 16/9

;

Order 3
Length = 64/27

D=1,26186

:

Order n =GO
Length =CO
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Lorenziiv systém

Chaoticky Lorenziiv dynamicky systém s parametry o, r, b a fraktalni dimenzi
D=2,06£0,01:

— lorenz

Tomas Novak (FJFI CVUT v Praze) Nelinedrni dynamika January 17, 2020 20/31



Hamiltonovské systémy

Exituje skaldrni funkce H = H(q, p) takova, Ze pohybové rovnice systému

1ze ziskat Vi € n:
dH dH

Tdg T dpy
funkce H predstavuje prvni integral pohybu.

Plati Liouvilletiv teorém — objem ve fazovém prostoru se zachovavda = v
Hamiltonovskych systémech existuje pouze sedlo nebo ohnisko a jejich
kombinace.

Nelinearitu lze pfidavat do systému jako poruchu pomoci parametru €:

pi= (15)

H = Hjj, + €Hpor — X = Ax + ef(x).
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KAM teorém

Napriklad poruseny harmonicky oscilétor:

1 1 1
H==(qi +p1)+ 5 (a3 +p3) +e(gier — 543)

2 2 3
= Pp1=—q —2q1q2
q1=p1
P =—q+elgp —qi)
G2 =p2

KAM teorém: Resi zménu fazového portrétu pii pfidani nelinedrni poruchy.
Prezijou urcCité Casti téru, ty s dostatecné iracionalnim podilem
frekvenci(kvaziperiodické orbity). Ostatni se zméni na invariantni Cantorovo
diskontinuum.

Prvni pouZiti na nebeskou dynamiku tii téles, pozdéji na celou slunecni
soustavu.
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Poincarého rez
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Cantorovo diskontinuum

Iteraci ziskdvame C;, kde Cantorovo diskotinuum je mnozina C = (2, C; s
dimenzi D = 0, 6309.
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Poincarého rez

E=1/8
a4 03 0z Al 0 ol 02 O3 o4 03 0%
qQ;—

January 17, 2020 25/31

Tomés Noviak (FJFI CVUT v Praze) Nelinedrni dynamika



Numericka simulace
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Numericka simulace
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