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Abstrakt:

Tato préce se pripojuje k usilovnému hledani propojeni mezi klasickym a kvanto-
vym chaosem. Zabyva se analyzou klasického chaosu v klasické limité kvantového
modelu jednoduchych molekulovych vibraci, sestaveného na zakladé dynamickych
symetrii algebry u(3). Pro tento model adaptuje metody pro studium projevu kla-
sického chaosu (Lyapunoviv exponent, Poincarého fezy, podil chaotického objemu
ve fdzovém prostoru). Prace ukazuje, ze chaoti¢nost modelu netrividlné zavisi na
sile vnéjsiho pole i na energii systému, a pripravuje pidu pro porovnani s kvan-
tovymi indikatory chaosu.
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Abstract:

In this work we join the struggle to find a connection between classical and quan-
tum chaos. We study the classical chaos in the classical limit of a simple algebraic
model of molecular vibrations, based on the dynamical symmetry of u(3) algebra.
We employ several methods for the classical chaos analysis, namely the Lyapu-
nov exponents, the Poincaré sections, and the chaotic fraction of the classical
phase space. It is shown that the chaoticity of the model depends nontrivially
both on the strength of the external field and on the energy of the system. This
work prepares the ground for a future comparison of classical and quantum chaos
indicators.
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Uvod

RAd a chaos jsou v b&zné feci protiklady. Rad evokuje predstavu existence
jasnych pravidel, kterd pak udavaji chovani systému. Chaos naopak predstavuje
zdanlivé ndhodné chovani, které nejsme schopni predvidat. Matematicka teorie
chaosu vsak prinasi na prvni pohled neintuitivni zavér. I jednoduché pravidlo
muze definovat slozité chovani, které je navic velmi citlivé na zménu pocatecnich
podminek, coz zptisobuje praktickou nemoznost predpovédi na dlouhé ¢asy. Pred-
stava, ze znalost pravidla, které urcuje chovani, implikuje moznost predpovédi,
se zhroutila uz pti studiu jednoduchych diferencidlnich a diferenc¢nich rovnic. Je-
jich TeSeni, ktera nebyla analyticka, vykazovala velkou nestabilitu. Ukéazalo se,
ze této jejich vady na matematické krase se nelze zbavit ani libovolné velkou
presnosti provedeni vypoctu (Tabor, 1989). Bylo proto nutné se smifit s exis-
tenci nové tfidy chovani, které je sice presné definované, ale presto neintuitivni,
nepredvidatelné. Takové, které si zaslouzi oznaceni chaotické.

Chaos je nyni matematickou disciplinou a jeho projevy lze studovat nejen
ve fyzikalnich systémech, ale také v biologii nebo ekonomii. Citlivost na zménu
pocatecnich podminek hamiltonovskych systémii byla studovana jiz v 19. stoleti.
Henri Poincaré narazi pri studiu problému tii téles na nestabilitu jeho feseni,
kterd se ukazuje byt jeho fundamentalni vlastnosti. Dochazi tak k naruseni pred-
stavy, ze priblizna znalost pritomnosti vede na pribliznou znalost budoucnosti.
Chaos v klasickych mechanickych systémech vsak zacal byt studovan az v po-
loviné minulého stoleti v souvislosti s velkou slozitosti modeli pocasi (Lorenz,
1962)). Od té doby doslo k jasné definici klasického chaosu a rozvoji metod pro
jeho studium. V poslednich desetiletich jsou projevy chaosu hledany i v kvanto-
vych systémech. Linearita kvantové mechaniky a unitarita ¢asové evoluce zpiso-
buji, ze vzdalovani dvou blizkych stavii nezavisi na c¢ase. Kvantové systémy by tak
nemély byt citlivé na zménu pocatecnich podminek. Ukazuje se vSak, Ze chaos se
v kvantové mechanice projevuje jen jinymi zptusoby (napr. riznéd rozdéleni hla-
din). Snahou je tak nejen 1épe pochopit kvantovy chaos, ale také najit jeho spojeni
s tim klasickym. K tomu je zapotiebi studovat systémy, které lze popsat kvantové
i v klasické limiteé.

Jednim z téchto systému je jednoduchy model molekulovych vibraci. Jedna
se o kvantovy model, ktery vykazuje zajimavé jevy, jakym je napriklad kvantovy
fazovy prechod. Tento model byl prezentovan v praci (lachello a Oss, 1996). Je to
algebraicky model s dvéma stupni volnosti, ktery je uc¢en na zdkladé pozadova-
nych symetrii pomoci teorie Lieovych grup a algeber. Vyuzitim symetrii algebry
u(3) se vyrazné zjednodusuje popis jevi. Vibrace molekuly tak nepopisujeme po-
moci pohybtu jednotlivych ¢astic, ale pomoci excitaci systému jako celku. Tento
jednoduchy model je také schopny popsat tzv. ,bending“ vibrace molekuly vody
((Larese a kol., 2013))).



Zasadni vyhoda tohoto algebraického modelu spociva v tom, ze jeho kvantova
verze ,zije“ na koneném Hilbertové prostoru (to souvisi s omezenym fazovym
prostorem klasické verze). Tato skuteénost vyrazné zjednodusuje kvantové vypo-
¢ty (napriklad urceni energetického spektra).

Studiem spektra modelu molekulovych vibraci nebo korelaci veli¢in v riiznych
casech muzeme studovat projevy kvantového chaosu. Nabizi se proto provést kla-
sickou limitu, a ziskat tak hamiltonovsky systém, pro ktery médme dostatecné
mnozstvi nastrojii na detailni prostudovani klasického chaosu. Pak bude mozné
vyuzit téchto vysledkii a porovnat chovani indikatorti kvantového chaosu s pro-
jevy klasického, coz by mohlo prinést nova spojeni mezi témito dvéma obrazy
prirody.



1. Teorie

Chystame se studovat algebraicky model jednoduchych molekulovych vibraci.
V této casti proto nejprve zavedeme formalismus popisu mnohocasticovych sys-
témt v kvantové mechanice. Poté se podivame na algebraickou teorii molekul,
kterd pomoci teorie Lieovych grup a algeber predstavuje nastroj k sestaveni jedno-
duchych mnohocésticovych systémi a pomoci které byl vytvoren i nami studovany
model. Pole kvantové mechaniky pak opustime navodem na provedeni klasické li-
mity algebraickych model. Néasledné vneseme do této prace chaos a ukazeme
moznosti, jak jej v klasickych systémech studovat. Teoretickou sekci zakoncime
sviznym objasnénim toho, pro¢ pri studiu chaoti¢nosti kvantového systému ma
smysl i klasicky pohled.

1.1 Algebraicka teorie molekul

1.1.1 Mnohocasticové systémy

V kvantové mechanice mizeme popsat systém interagujicich bosont nebo fer-
miont stavem z Fockova prostoru F. My budeme studovat bosonovy systém,
proto se omezime jen na bosonové vyrazy. Fermionovy prostor lze vsak zavést
obdobné (Cejnar, 2013)). Hilberttv prostor k nerozlisitelnych bosonti budeme zna-
¢it H®). Focktv prostor je pak dan jako

F=@pH".

k=0
Ve Fockové prostoru zavadime bazi ze stavi |ny,ns, . . .), kde n; je poc¢et bosonu
v jednocasticovém stavu ¢. Déle definujeme bosonové kreac¢ni a anihilac¢ni opera-
e L1y ; L. “ R Ly
tory b;,b;, jejichz ptisobenim dochazi k vytvoreni, nebo zniceni ¢astice v i-tém
stavu

o
bi \nl,ng, N (72 > =Vn; + 1 \nl,nz, . ,(ni + 1), .. > s
bi|ni,ma, ... gy = y/ng e, (ng— 1), ...
Césticemi zde oznacujeme obecné kvanta energie, kterd nemusi predstavovat
bézné castice, jakymi jsou naptiklad elektrony. Casticovy popis je platny i pro kva-

ziCastice, které predstavuji obecnou excitaci systému (fonony, vibrony atd.).
Zavedené operatory splnuji znamé komutacni relace

- St s
Pocet castic v i-tém stavu zjistime operatorem poctu castic V; = ZA)IZA)@
Ni |n1,n2, NN 7T > =1y |n1,n2, NN 7T > . (12)

Pomoci kreacnich a anihilacnich operatoru lze prechdzet mezi stavy mno-
hocasticového systému a dokazeme jimi vyjadrit ptisobeni obecného operatoru,



ktery zachovava pocet castic. Hamiltonian H mnohocasticového systému s ne-
ménnym poctem c¢astic tak mizeme psat jako

f{ = Zgiji):gj -+ Z Vijklgjgj'gkgl’ (13)
i 6,4,k
kde prvni suma odpovida kinetickym ¢lentim a jednocéasticovym interakcim s vnéj-
$fmi poli a druhd suma popisuje dvoucasticové interakce v systému. Cleny vyssich
radta by pak odpovidaly vice¢asticovym interakcim, které vsak neuvazujeme. Kon-
krétni systém je pak urcen konstantami €;; a v;jx.

1.1.2 Grupy a algebry

Algebraicka teorie nam pomaha sestavit jednoduché modely kvantovych sys-
témi s vyuzitim poznatkil z teorie grup a algeber. Spojovacim ¢lankem mezi
témito matematickymi objekty a pozorovanym svétem je symetrie.

Formulujme Schrodingerovu rovnici pro obecny systém s vlastnimi stavy |¢y)

(=15 1o -

Existuji-li operatory g,;, které splnuji

(ﬁf — ii) ;gkl lth) =0, (1.4)

nazyvame je transformacemi symetrie, nebot ptivodni feSeni |¢;) transformuji
na nové. Pro nas bude podstatny pripad, kde tyto operatory tvori tzv. Lieovu
algebru. Lieova algebra je tvorena operatory, které generuji prvky prislusné Lieovy
grupy.

Tento myslenkovy postup osvétlime na prikladu rotace kolem osy. Operédtory
rotace kolem osy dané jednotkovym vektorem m o thel ¢, které oznacime jako
Rn¢, tvori grupu dle néasledujici definice.

Definice 1. Grupou G nazveme mnozinu prvki {g;}, kterd je uzavrend na ope-
ract skladani

a splnuje:
o (9:95)ar = 9i(g;9r) asociativita
e dee G :ge=ceqg; proVg, € G jednotkovy prvek
e Vg €G 39 igigi =g 'gi=e inverzni pruky.

V nasem pr1pade 1ndequeme operatory Rmb uhlem ¢. Operace skladani je
pak s¢itani ahla: Rn@ Rn¢ - R, n(éi+e;)- Asociativita je u skldddni otocen{ kolem
osy splnéna. Jednotkovym prvkem je otoceni o plny tthel 27 a inverznim prvkem
otoceni o tihel ¢ je otoceni o tthel —¢.

Operator rotace je generovan jinym operdtorem, a sice operatorem momentu
hybnosti J, jako R ne = en(!'™é Moment hybnosti Je VyJadren vektorovym ope-
ratorem, jehoz slozky diky komuta¢nim relacim [JZ,J | = zheZ]kJ K, kde € je
Levi-Civitav symbol, tvori Lieovu algebru:



Definice 2. Lieovou algebrou g nazveme mnoZinu operdtori {G;}, kterd spl-
nuje
. [Gi,G)] = Zcfjé‘k, ¢k =—c  komutaéni relace
o ([Gi,G,Gi] + [[G.Gi],Gi] + [[GGil. Gyl = 0
Jacobiho identita

Konstanty cfj se nazgyvaji strukturnimi konstantami prislusné algebry a plné

urcuji jeji strukturu. Rzné sady operatori, které spliuji komutacni relace se stej-
nymi strukturnimi konstantami, tak predstavuji jen dvé reprezentace jedné alge-
bry.

Podivame se, jak se algebraické vlastnosti projevi na vysledné symetrii fesent.
Zvolime otoceni kolem konkrétni osy. Vybereme naptiklad osu z,
tedy n, = (0,0,1). Operator rotace je pak generovan z-tovou slozkou momentu
hybnosti

an¢ = e%qus.
M&jme takovy systém zadany hamiltonidnem H, Ze J, je operdtorem transformace
symetrie ze vztahu (1.4). Pak J, musi splnovat

Zjednodusme si ukazku a uvazujme systém s casové nezavislou z-tovou slozkou
momentu hybnosti. Pak J, komutuje s hamiltonidnem H a plati

0=[H,J.) = [H.et"0) = [H,R,.,).
Necasovou Schrédingerovu rovnici tedy fesi nejen stav |1hy,), ale i Ry g |¢r)

ARy g |r) = R oH [h) = ERy_g 1) -

Nakonec tak dostdvame osové symetrické feseni kolem osy z. Tato symetrie tak
byla generovana uz na zac¢atku prvky z Lieovy algebry. Jedna se o algebru o(2),
kterd je tvorena jen jednim operatorem, v nasem pripadé J., ktery generuje sy-
metrii vii¢i otoc¢eni kolem osy z.

Pro nas podstatnym zjisténim je, zZe hamiltonian H, ktery komutuje se vSemi
prvky G; Lieovy algebry g

je invariatni vaci transformacim dané algebry, respektive ji prislusné grupy.
Kazdé Lieové algebte odpovida prislusna Lieova grupa, ktera popisuje néjakou
symetrii. Bézné pouzivame Cartanovu klasifikaci, ktera rozdéluje Lieovy algebry
a grupy do nékolika zakladnich tiid. Pro podrobny seznam odkéZeme cCtenafe
do (Gilmore, 2012)) s podrobnéjsim tivodem do teorie Lieovych grup a algeber
a uvedeme zde jen zdkladni dva typy, a to sice unitdrni (popisuje transformace,
které lze vyjadrit unitdrnimi maticemi) a ortogondlni (popisuje transformace,
které 1ze popsat ortogonalnimi maticemi) grupy, resp. algebry. Pojmenovani grup
se bézné znaci velkymi pismeny, zatimco pojmenovani algeber malymi. Unitarni
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algebre u(n) tak odpovida grupa U(n) a ortogonalni grupa O(n) ma prvky gene-
rované operatory z algebry o(n). Cislo n byva oznacovano jako rank dané grupy
nebo algebry.

Vyse jsme uvedli prvni priklad Lieovy algebry, kterd je tvorena slozkami mo-
mentu hybnosti J. Jiz jsme zminili, ze algebra 0(2), napt. tvorena operatorem
J., generuje symetrii vic¢i rotaci kolem osy z. Symetrie vii¢i rotaci v prostoru,
tedy kolem obecné osy, generuje algebra o(3). K ni je izomorfni algebra su(2),
nebot maji stejnou algebraickou strukturu operatort (strukturnimi konstantami
jsou slozky jiz zminéného Levi-Civitova tenzoru). Pismeno s v ndzvu znaéi slovo
specidlni, coz znamend, ze prislusné grupa SU(n) popisuje transformace s jednot-
kovym determinantem.

Typ algebry také urc¢uje pocet operatort, kterymi je tvorena. Algebry su(n)
a o(n) obsahuji n* — 1, resp. n(n + 1) /2 operatori. Déle pro nis bude podstatné,
7e unitarni algebra u(n) obsahuje n? operatori.

Casto dochézi k tomu, Ze podmnozina prvka dané algebry g také spliuje
definici Lieovy algebry, a tvori tak podalgebru g’ algebry g. Tato podalgebra
muze obsahovat vlastni podalgebry a pak mluvime o fetézci podalgeber ptivodni
algebry g

gog DOg’.... (1.6)

Pivodni algebra miize téchto fetézcti obsahovat vice. Jedna se kazdopadné o vy-
feseny problém, takze celou dil¢i strukturu dané algebry si 1ze pro popis alge-
braického problému vyhledat (viz (lachello 2015))).

7 prvku G, dana algebry g miizeme sestavit operatory C}., které splnuji

(Cw,Gil =0 VG eas. (1.7)

Takové operatory nazyvame Casimirovymi operdtory algebry g. Index k udava
mocninu G‘i, ve které se v objevuji. Kazd4a algebra méa svou vlastni charak-
teristickou sestavu Casimirovych operator a nastésti pro nas je znam explicitni
tvar kazdého z nich. o tom vsem a mmnoha dalsich vlastnostech Lieovych grup
a algeber se lze do¢ist napiiklad v (Gilmore, 2012) nebo (lachellol 2015).

1.1.3 Algebraicky model

Spojovacim c¢lankem popisu mnohocasticovych systémii a algebraické teorie
jsou kreac¢ni a anihila¢ni operatory. Jejich kombinace totiz tvoti operatory,
které splnuji definici Lieovy algebry. Uvazujme n typu kreac¢nich a anihila¢nich

operatoru IA)Z, b, kde i € {1,... n}. Pak miZeme sestavit n? operatorii ve tvaru
b, ije{l,...n} (1.8)
Za pouziti ovéfimdﬂ, ze tvori Lieovu algebru u(n), nebot plati

Gij.Gul = Gubjr, + G (1.9)

Prvky algebry budeme cislovat dvéma indexy vzhledem k jejich ptivodu z kreac-
nich a anihilac¢nich operatort.

vvvvv
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Je-1li néjaky mnohocasticovy systém invariatni vici transformacim
grupy U(n), pak generatory éi]‘ této grupy jsou transformacemi symetrie da-
ného systému. Srovnanim vztaht a zjistime, ze hamiltonian takového
systému lze vyjadrit jako kombinace Casimirovych operatorii

= kC,. (1.10)

Systémy, které bychom chtéli popsat, nemaji vzdy symetrie U(n). V takovém
piipadé lze vyuzit nééeho, co se v literatuie oznacuje jako dynamické symetrid?]
Problém opét formulujeme pomoci generatort Gij tvorenych krea¢nimi a anihilac-
nimi operétory, které tvori algebru g. Necht g’ je jeji podalgebrou jako ve vztahu
(T.6). Pak hamiltonian sestaveny z Casimfrovéch operatort Cy[g] a C;[g'] dané
algebry a jeji podalgebry

i = Z kiCsls] + Zk;éz[gl] (1.11)

mé symetrie dané podalgebrou @', ale stejné vlastni vektory jako hamiltonian sy-
metricky viadi transformacim algebry g. Casimirovymi operdtory podgrupy jsme
narusili degeneraci prostort tvorenych vlastnimi stavy Gij |¢x) puvodniho hamil-
tonianu H se stejnou energii Fj,

H ) = B |n), [H,Gij) = HGj [vn) = EpGij [vn) -

Podalgebra g’ vS8ak muze obsahovat vlastni podalgebry jako v a jeji syme-
trie tak lze narusit Casimirovy operatory téchto podalgeber. Takovy hamiltonidn
tak bude invariantni viic¢i transformacim posledni algebry v tomto fetézci. Po-
sledni algebru v fetézci nazyvame spektrum generujici algebrou a je to algebra
prislusejici grupé symetrii (napfiklad invariance vaéi rotaci v prostoru - algebra
0(3)), které splnuje néjaky nami popisovany systém, jehoz model se snazime se-
stavit. Pocatecni algebru g v fetézci nékdy oznacujeme jako algebru dynamickijch
symetrii, nebot je tvorena operatory é’ij, kterymi je formulovan cely problém.

Kratké shrnuti této techniky by mohlo znit nasledovné. Méjme kvantovy sys-
tém, ktery je invariatni viici transformacim grupy generované prvky algebry g..
Hamiltonian tohoto systému sestavime z n sad kreac¢nich a anihila¢nich operator,
které podle tvori prvky algebry u(n). Jedna se tak vlastné o zjednoduse-
nou formulaci problému pomoci n netrivialné vazanych harmonickych oscilatort.
Najdeme fetézec podalgeber algebry u(n), ktery obsahuje i g,

5Og - Dy, (1.12)

Hamiltonian pak zformulujeme pomoci Casimirovych operatort algeber z tohoto
retézce.

1.1.4 Vibronovy model

Studovanym modelem v této préaci je dvourozmérny model molekulovych vib-
raci prezentovany lachellem a Ossem v cldnku (Iachello a Oss, [1996).

2 Anglicky termin je dynamical symmetries. Viz (Frank a kol., 2009)
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Autori obecny dvourozmeérny problém formuluji pomoci algebry u(3), kde po-
uzivaji dvé sady bosonovych operatoriu 7, ﬂ, a Ty, ?‘L a dodatecny skalarni ope-
rator & a 6'. Molekula je orientovand podél osy z a jsou posany vibrace ¢dstice
molekuly v roviné xy. Bosonové operatory jsou zavadény pro kazdy prostorovy
stupen volnosti. Dodatecny skalarni operator slouzi k odliseni modelti se stejnou
algebraickou strukturou, ale riznym poctem excitaci. Bosonové operatory kreuji
a anihiluji pravé tyto excitace. Nezajimame se proto piimo o ¢astice (atomova
jadra a elektrony) tvorici danou molekulu, ale o kvazicastice, které odpovidaji
vibra¢nim excitacim ¢asti molekuly. Takové kvazic¢astice nazyvame vibrony.

Stav systému je tak popsan tremi kvantovymi ¢isly, z nichz jedno lze vyuzit
k odliseni systémii se stejnou symerii. Vyznam tohoto dodatec¢ného kvantového
¢isla N se miuze lisit v zavislosti na problému, ktery fesime. V molekulové fyzice
byva fixovano celkovym poctem excitaci v systému, nez dojde k rozpadu molekuly,
zatimco v jaderné fyzice udava pocet paru valencnich nukleont v jadre (viz model
interagujicich bosonu zalozeny na algebie u(6)). Detailnéji je to popsano tieba
v pracech ITachella (lachello a Levine, [1995; lachello a Arimal, 1987). Zavedeni
dodatecné sady skalarnich operatorii s novym kvantovym ¢islem neni pro popis
systému nutné, ale ukaze se jako vhodné pro jednoduché provedeni klasické limity.

Z bosonovych a skalarnich operatoru jsou tvoreny prvky algebry w(3). Formu-
lace a nasledna interpretace je snazsi se sférickymi tvary bosonovych operator,
které jsou zavedeny jako

# = \}5(%; +irl),  Fi= \}5(@ T ity,). (1.13)
Algebra u(3) 1ze sestavit z nasledujicich deviti operatori:
o= (7 +7070) Dy =v2(#6-5'7)
= (e, —#17) D_=v2(-#ts+6'%,)
Q. =v2(#l7.) R, =V2 (o +06'7]) (1.14)
Q- =V2(#+,) R_=v2(#s+0'7,)
iy = (676) .

Jednd se o vhodné uspotradané operatory ze vztahu tak, ze nékterym doka-
zeme pritadit vyznam fyzikalni veli¢iny. Jmenovité n a n, jsou operatory pocti
castic, ! predstavuje rotaci kolem osy z kolmé na rovinu zy, ve které dochazi
k pohybu ¢astic, @ hraji roli operatoru kvadrupélu a D jsou dipolové operatory.

K vibracim v modelu dochéazi pouze v roviné zy. Takovy systém by mél byt
invariantni vici otoceni kolem osy z, tedy transformacim grupy O(2). Spektrum
generujici algebrou je tak algebra o(2), zatimco algebrou dynamickych symetrii
je algebra u(3). Algebra u(3) obsahuje dva fetézce podalgeber, které obsahuji
pozadovanou algebru o(2)

u(3) Du(2) Do(2) I fetézec,

u(3) Do(3) Do(2) Il fetézec, (1.15)
s nasledujicim sloZenim operatori
u(2> = {ﬁ:?z?©+l\©7}/\7 R
o(3) = {W = (Dy,D_.)}, (1.16)

Ne)



Kazdy z retézcti algeber uréuje jiny hamiltonian vyjadreny Casimirovymi ope-
ratory. Oba jsou invariantni vuci transformacim grupy O(2). Popisuji systém s ro-
ta¢ni symetrii kolem osy z.

Hamiltonian prvniho fetézce popisuje vibrace v roviné xy atomu, ktery je
soucasti linedrni molekuly rovnobézné s osou z (obr. [1.1a)).

Druhy retézec definuje hamiltonian, ktery popisuje rotace a vibrace v roviné xy
atomu, ktery je také soucasti linearni molekuly rovnobézné s osou z, ale narozdil
od predchoziho pripadu je tento atom od osy vychylen (obr. .

(a) Retézec I (b) Retézec 11

Obréazek 1.1: Systémy popsané fetézci podalgeber algebry u(3).

[achhello a Oss ve svém c¢lanku predstavuji hamiltonian s jednim redlnym
parametrem &
R R & .
H=(1-&C[u(2)] = ————C5]o(3 1.17
(1= 0 u(2)] - g7y Colol@)] (117)
kde N je pocet vibroni, tedy pocet vazanych stavil v tomto systému harmonic-
kych oscilatort.
Tento hamiltonian je tvoren Casimirovy operatory z obou fetézcli

Chlu(2)] = f, (1.18)
Colo(3)] = W = ; (Db +D D) +1" (1.19)

Zména parametru 0 < £ < 1 tak vyjadruje dislokaci atomu z fetizkové molekuly
a piechod mezi situaci na obrdzku [1.1al které odpovidd & € (0; %), a tvarem
molekuly na obrazku , kterému odpovida & € <%, 1). Pro hodnotu parametru
¢ = 1/5 dochéazi k tzv. kvantovému fazovému prechodu, coz je dalsi motivace
ke studiu tohoto modelu.

Takovy hamiltonidn, ktery urcuje tridu systémi molekulovych vibraci, néas
bude zajimat po zbytek této prace. Mame v planu studovat klasicky chaos. K tomu
je zapotfebi provést klasickou limitu tohoto kvantového systému.

1.1.5 Klasicka limita

Pti provadéni klasické limity obecného algebraického modelu lze vyuzit toho,
ze v ném dokazeme identifikovat soustavy harmonickych oscilatorti. Obecnou sadu
kreacnich a anihila¢nich operatori mizeme vyjadrit pomoci operatorii kanonicky
sdruzenych soufadnic polohy g, a hybnosti p,.

~f 1. i - [ 1 ”
b, = o (@ — 1Dy » by = %(Qk‘i_lpk)a (1.20)
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kde heg je efektivni Plankcova konstanta. Klasické limité pak odpovida limita
heﬂ‘ — 0.

V nasem ptipadé hraje roli efektivni Planckovy konstanty inverze poc¢tu vib-
rontt N1, coz odpovida pfechodu ke klasickému chovani systému s velkym poc¢tem
excitaci

N — o0.

Pocet vibront NV jsme ziskali jako dodatecné kvantové ¢islo pti prechodu od al-
gebry u(n) k u(n+1) zavedenim nové sady skaldrnich operatori. Cislo N je vlast-
nim ¢islem operatoru poctu ¢astic ze vztahu (|1.2), ktery po zavedeni operatoru
7 a 0 ma tvar .

N =66+ 4. (1.21)
k=1

My jesté provedeme jednu transformaci téchto kreacnich a anihila¢nich operatort
~ af A At
{bkabk} — {ak7ak

k nové sadé, kde operatory {&0,&3} budou udéavat celkovy pocet excitaci

N = alao

a zbylé {dk,&L},k = 1,...,n budou nést informaci o dynamice systému. Tim
se zbavime problému pfi interpretaci skalarnich operatorti po provedeni klasické
limity (ptivodné bychom ze tii sad kreac¢nich a anihila¢nich operatort po pro-
vedeni limity ziskali tii sady kanonicky sdruzenych poloh a hybnosti netrividlné
provazanych kvuli zachovani po¢tu vibrona N). Transformace, kterou pouzijeme,
se nazyva Holstein—Primakovovaﬂ

~ 1 -~
o}, = by, | by pro k > 0), (1.22)
b5

kde v nasem pripadé {IA)O,IA)(T)} ={56,6'} a {Ek,l;,i} = {771}

Obrazy generatoru algebry u(n + 1) po provedeni Holstein-Primakovova ma-
povani a klasické limity jsou uvedeny v ¢lanku (Macek a kol., 2019) a my zde vse
podstatné méame v tabulce [L.1]

3 Anglicky Holstein-Primakoff transformation (Holstein a Primakoff, 1940)
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Tabulka 1.1: Tabulka provedeni klasické limity. Obecny operator vyjadieny po-
moci kreac¢nich a anihila¢nich operatort je po transformaci vyjadien klasickymi
kanonicky sdruzenymi polohami a hybnostmi. Zdroj (Macek a kol., 2019).

Symetrické generatory Antisymetrické generatory
koo byby + by by i (zs,izsl - @;zk)
>0 >0 N (qrq + prp1) N (peq — qxp1)

>0 =0 Npy2— S (@ +05)  Noey2— Sy (@ +03)

=0 >0 Ngy2—S0 (% +1p%) —Npiy/2— o, (6 +1p2)
=0 =0 N[2-3n_, (¢ +p2) 0

Kvantovy problém jsme tak schopni v limité prevést na klasicky systém s dy-
namikou urc¢enou na fazovém prostoru ve tvaru 2n dimenzionalni koule o po-
loméru R = /2, coz plyne z podminky na realnost transformaéniho vyrazu

V2= (2 +p).

1.2 Klasicky chaos

Pomoci limity jsme z kvantového problému dostali klasicky. V ném se nyni
budeme snazit studovat takzvany klasicky chaos. Jeho nejznaméjsim projevem, a
to nejen ve védecké, ale i popularni kultuid? je citlivost chaotickych systémi
na zmeénu pocatecnich podminek. Systémy v podobnych pocatecnich stavech
se postupem casu svym chovani stale vice odlisuji. To nam napiiklad znemoz-
nuje predvidat chovani systému pro dlouhé casy.

Chovani muze byt popsano diskrétni, nebo spojitou funkci. U diskrétnich
funkci mluvime o studio chaosu na tzv. mapéach, kde trajektorie vyvoje je dana
po krocich. Biologové se takto dostali k chaosu, kdyz se v jejich diskrétnich mode-
lech populaci zvirat zacala objevovat velice slozita chovani. Nas ale bude zajimat
chaoti¢nost trajektorii na fazovém prostoru. Budeme studovat hamiltonovsky sys-
tém, jehoz vyvoj je plné ur¢en Hamiltonovymi pohybovymi rovnicemi.

Jeden z dalsich obecné znamych jevi spojenych s chaosem je efekt motylych
kridel. Jeho popularni znéni je takové, ze mavnuti kridel motyla v Japonsku
muze zpusobit hurikdn v Kalifornii. To ma ptiblizit velkou citlivost na zménu
pocatecnich podminek atmosféry, kterou lze povazovat za chaoticky hamiltonov-
sky systém. Jednd se vSak o systém, ve kterém se nezachovava energie. Diky
tomu v ném existuji atraktory, které na sebe vazou urcité tiidy trajektorii, které
pak lze charakterizovat néjakym chovanim. Nejznaméjsim prikladem je Lorenztv
atraktor, ktery vypada pravé jako motyl. Atraktory ale v nasem vibronovém mo-
delu nenajdeme, nebof v ném se energie zachovava a jednotlivé trajektorie lezi
na nadplochach s konstantni energii F.

Chaos vytvari obecné na fazovém prostoru velmi komplikovanou strukturu.
Hlavni vlastnosti chaotické funkce je jeji miseni fazového prostoru. Vezmeme-li

4Napf. ve filmu Jursky park. Vysvétlovani teorie chaosu je zde dokonce pouzito ke svidéni.
Netspésneé.
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si dvé jeho podoblasti a nechame-li je vyvijet v ¢ase, zacnou se do sebe zaplétat
a cely proces bude pripominat hnéteni tésta nebo rozplyvani kapky inkoustu
ve vodé. To je zptisobeno tim, Ze chaotické trajektorie maji tendenci projit okolim
kazdého bodu v chaotické oblasti. Charakterizaci chovani systému je tak jesté vice
ztizena, nebot za nekonecny cas si systém ,,vyzkousi“ skoro kazdé chovani.

Ukazuje se, ze studovat chaoti¢nost systému, tedy zjistovat, jestli jeho tra-
jektorie vyvoje jsou chaotické, mizeme pomoci zkoumani vzdalovani blizkych
orbit. Diky miseni dochazi k jejich exponencidlnimu vzdalovani, coz lze interpre-
tovat jako extrémni citlivost na zménu pocatecnich podminek nebo na poruchy.
Na dané orbité budeme sledovat, jak se roztahuje maly element fazového prostoru
s témito blizkymi trajektoriemi.

Motivaci ke studiu chaosu v klasické limité kvantového systému je snaha
o blizsi porozuméni kvantového chaosu. Ukazuje se, ze nékteré kvantové systémy
vykazuji specidlni chovani, které by bylo mozné povazovat za chaotické. Kvantovy
chaos vsak stéle neni jednozna¢nym pojmem. Linearita kvantové mechaniky a uni-
tarita casové evoluce zplisobuji, ze vzdalovani vyvijenych stavii nezavisi na cCase.
Citlivost na zménu pocatecénich podminek tak, jak jsme ji chapali pomoci vzdalo-
vani blizkych trajektorii na fazovém prostoru, v kvantovém systému nenajdeme.
Nicméné se ukazuje, ze chaotické vlastnosti klasického modelu fyzikalntho sys-
tému se projevi i v kvantovém (napf. souhrnny ¢lanek (Fortes a kol 2019)).
Spektra chaotickych systémi maji jind statistickd rozdéleni hladin nez necha-
otické. Velikost Lyapunovova exponentu, ktery udava miru vzdalovani blizkych
trajektorii, a podil chaotické a regularni oblasti klasického systému napriklad
ovliviiuje chovani tzv. OTOCH [ které charakterizuji korelaci dvou veli¢in re-
prezentovanych v kvantovém modelu hermitovskymi operatory v riznych casech.
Zmapovani chaosu v klasickém obrazu systému nam pomuze osvétlit propojeni
mezi klasickym a kvantovym chaosem.

1.2.1 Hamiltonovké systémy

Jak uz bylo feceno vyse, chaos budeme studovat jen v klasickych dynamic-
kych systémech s n stupni volnosti popsanych Hamiltonovymi rovnicemi a navic
s ¢asové nezavislym hamiltonidanem

H(q1, - .qnsp1,---,pn) = konst

jako v (Skokos, 2010), kde je uveden kondenzovany tivod do studia chaosu. Pracu-

jeme pak na 2n rozmérném fazovém prostoru S poloh ¢; a hybnosti p;,e = 1,... n.
Stav systému je ddn bodem na fazovém prostoru x = (¢, ...,p1,...). Casova evo-
luce je dana Hamiltonovymi rovnicemi
) <8H OH )
X=|=—,. .., —=—... |,
op1 Iq

coz jen prepiseme do tvaru

% = J, - DH(x), (1.23)

57 anglického nazvu Out-of-Time-Ordered Correlator
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kde

oH

Oq

: 0 I
DH(X) = |oH | > J2n = [_I O] .

dp1

DH(x) je vektor prvnich derivaci hamiltonidnu v bodé (x), 0 je nulovd matice
n x n a I je jednotkova matice n x n. Reseni této diferencidlni rovnice zapiseme
formalné pomoci toku na fazovém prostoru ' : S — S

x(t) = ' (x(0)), (1.24)

kde pocatecni bod x(0) je zobrazen po orbité uréené pohybovymi rovnicemi a pa-
rametrizované ¢asem na bod x(t). Pfi studiu chaosu nds bude zajimat pravé
chaoti¢nost tohoto toku na fazovém prostoru a na jeho podoblastech V. Tu bu-
deme urcovat podle miry vzdalovani nejblizsich orbit. V bodé x(0) jsou blizké
trajektorie dany body x(0) + w(0), kde w je néjaky infinitezimalné maly vektor.
V kazdém bodé x prostoru S tyto vektory tvori teény prostor 7S, w(0) € TS.
Miru vzdalovani blizkych trajektorii pak udava norma vektoru w v case t.
Casovy vyvoj vektoru w, je dan
0

0*H
DzH(X)Z(ax-ax->’ x=(q,..-,p1,---)
et WY

je matice druhych derivaci hamiltonianu podle prostorovych souradnic a hyb-
nosti.Diky linerité vyrazu na velikosti vektoru w nezalezi. ReSeni rovnice zapiSeme
pomoci zobrazeni na tecnych prostorech dy®! : 7,8 — Tot(x)S

w(t) = dy®' (w(0)). (1.26)

Souhrnné je evoluce na fazovém prostoru znazornéna na obrazku (1.2

Obrézek 1.2: Namapovani tecnych prostor na dané orbité fazového prostoru S.
Bod x(0) je zobrazen zobrazenim ®' do bodu x(t).Teény prostor 7S je zobrazen
zobrazenim dy®' na prostor Te:ixS.
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1.2.2 Definice chaosu

Zatim jsme mluvili jen o nékterych projevech chaosu. Nyni jej zavedeme for-
malné. Uvedeme zde definici chaosu z (Skokos, 2010), resp. (Devaney|, 1989).

Definice 3. Necht f : v — V je zobrazeni na mnoZiné V. Rekneme, Ze f je
chaotickd na mnoziné V, pokud

o fje citlivé na zmenu pocdatecnich podminek,
o fje topologicky tranzitivni,
o periodické body jsou husté ve V.

Pouzité pojmy v definici ted blize vysvétlime.

Definice 4. Zobrazeni f :v — V je citlivé na zménu pocdteénich podmi-
nek, pokud existuje 0 > 0 takovd, Ze pro vsechna x € V' a jejich libovolnd okoli
A CV ezistuje prvek z téchto okoli'y € A at > 0, které splnuji

[F'(x) = f'(¥)| > 4,

kde f' znaci t-krdt aplikovdni zobrazeni f pro diskrétni zobrazeni a vijvoj bodi do
casu t pro spojitd.

Zobrazeni je tedy citlivé na zménu
pocatecnich podminek, pokud v libo-
volné blizkosti kazdého bodu x exis-
tuje bod y, jehoz obraz se po kone¢ném
poctu aplikaci zobrazeni vzdali od ob-
razu x o pevnou nenulovou vzdalenost

§ (obr. [1.3).

Definice 5. Zobrazeni f : v — V je
topologicky tranzitivnﬂ pokud pro
kaZdy pdr otevrenych mnozin UW € V
existuje t > 0 takové, Ze

FU)Y AW £ 0.

Obrézek 1.3: Znazornéni citlivosti
na zménu pocateénich podminek. Li-
bovolné blizké body x a y se po t
aplikacich zobrazeni f vzdali minimélné
0 pevné 4.

Aby bylo zobrazeni f chaotické
na celém V., musi se nékteré body z
libovolné oteviené podmnoziny zobra-
zit na kazdou otevienou podmnozinu
ve V' (obr. [1.4)). Pokud tuto podminku
aplikujeme na oteviena okoli bodu, obrazy bodu z libovolného okoli A bodu x
se zobrazi do libovolného okoli vsech ostatnich bodu z V.

Posledni bod v definici chaosu |3| 1ika, Ze na V' existuje jeSté specidlni tiida
periodickych bodt, které jsou po néjakém poctu t aplikaci zobrazeni f, pripadné
po Case t, zobrazeny zpét na sebe

x = fi(x).

Aby byla splnéna definice chaosu, musi byt tyto body husté ve V', tedy v libovol-
ném okoli kazdého bodu najdeme néjaky periodicky.

6 Anglicky topologically transitive nebo téZ mizing.
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Chaotické zobrazeni tak vytvari
na mnoziné V zajimavou strukturu.
Nyni se podivame, jak se chaos pro-
jevi v hamiltonovském systému. Bu-
deme se divat na zobrazeni ®' a jeho
chaoti¢nost na néjaké podoblasti fazo-
vého prostoru §. Pracujeme jen s fa-
zovymi prostory s koneénym objemem,
které se vzhledem k ¢asové nezavislosti
hamiltonidnu neméni.

Nejprve zdliraznime, ze dynamicky
systém obecné nemusi byt chaoticky.
V takovém pripadé se jedna o integra-
bilni systém. V ném jsme schopni nalézt stejny pocet nezavislych integralti pohybu
jako stupnu volnosti a najit explicitni feseni pro orbity ze vztahu . Takové
orbity nevykazuji chovani popsané v definici [3]

Neni-li systém integrabilni, nebo integrabilitu narusime néjakou poruchou,
stava se systém chaotickym. Podrobnéjsi klasifikaci véetné upfesnéni nékterych
pojmu a vlastnosti 1ze nalézt v (Contopoulos, [2002) a (J. Horak, 2003)). Obecné
se jedna o systém s rozdélenym fazovym prostorem na oblasti s chaotickymi orbi-
tami a oblasti s regularnimi orbitami, které chaotické chovani nevykazuji. V cha-
otickych oblastech mohou existovat mnoziny stabilnich periodickych orbit s ma-
Iymi reguldrnimi oblastmi a naopak v regularnich oblastech se mohou vyskytovat
nestabilni periodické orbity obklopené ostruvky chaosu.

v této praci budeme studovat prave tyto vlastnosti a budeme se zajimat o to,
jak se v zavislosti na poruse, kterd zptlisobi ztratu integrability systému, méni
regularni a chaotické oblasti a jejich objem. Chaos totiz do systému vnasi nemoz-
nost predpovidat jeho dlouhodobé chovani.

v praxi lze k odliSeni regularnich a chaotickych orbit na fazovém prostoru
pouzit Lyapunoviv exponent, ktery zevedeme v nasledujici sekci.

Obrazek 1.4: Jednoduché znazornéni to-
pologické tranzitivity funkce f. Ta ale-
spon castecné ,promisi“ libovolné dveé
oteviené podmnoziny U a W po t apli-
kacich, pripadné vyvoje do casu t.

1.2.3 Lyapunoviv exponent

Lyapunoviv exponent méri asymptotické natahovani nebo smrstovani fazo-
vého prostoru na okoli dané trajektorie. Lze jej tak vyuzit jako miru zavislosti
na zmeéné pocateénich podminek, nebof charakterizuje vzdalovani blizkych tra-
jektorii. Zadefinujeme Lyapunoviv exponent pro orbity na fazovém prostoru ha-
miltonovského systému.

Definice 6. Lyapunoviv charakteristicky exponent prvniho rddu zobra-
zend dy®' ve sméru vektoru w € TS definujeme jako

(@' W) = lim sup — n [|d @' (w)]].
tsoo T
Lyapunoviv charakteristicky exponent prvniho radu, ktery nyni blize pro-
zkoumame, budeme nékdy oznacovat anglickou zkratkou LCE, nebo jen Lyapu-
novovym exponentem.
Méjme bod x na fazovém prostoru a k nému infinitezimalné blizky bod x + w,
kde w € 7:S. Bod x a jeho okoli budeme vyvijet v ¢ase zobrazenim ®' a bu-
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deme sledovat, jak se orbity poc¢atecnich bodl x a x + w vzdaluji. Vyraz v pred-
chozi definici [0 charakterizuje pravé asymptotické vzdalovani po nekonecném case
ptivodné blizké orbity, a tedy vyvoj vektoru w zobrazenim d,®'. Lze to také
chapat jako miru deformace okoli pocatecniho bodu. Nenulovost Lyapunovova
exponentu pak znac¢i exponencialni divergenci blizkych orbit spojenou se silnou
citlivosti na zménu pocatecnich podminek. Neexponencidlnimu (napf. polynomi-
alnimu) vzdalovani naopak odpovidd nulovy Lyapunoviv exponent s vyrazem
In(t)/t, ktery je v limité ¢ — oo nulovy.

Hodnota LCE nezavisi na velikosti vektoru a je stejna pro ekvivalentni normy,
nebof pro ¢ > 0

1 1 1
x(dx®',cw) = lim sup : In ||dx®"(cw)|| = lim sup i In ||dx®" (W)|| + n In|c|
t—o0

t—o00

Lmia X (dx®',ew) = x(dy D' w). (1.27)

Lze zavést i Lyapunovovy exponenty vyssich tadt p, kde misto normy vek-
toru sledujeme asymptoticky vyvoj objemu rovnobéznosténu urceného sadou p
vybranych vektort, viz (Skokos, 2010)).

V definici [6] pracujeme s limitou suprema vyrazu, nebof existence samotné
limity neni samoziejméa. Limita vsak bude existovat, pokud existuje limita

1
lim ~ In|| det dy @],
t—oo t

coz je pro nas hamiltonovky systém Splnén(ﬂ Lyapunoviv exponent tak mizeme
pocitat jako

1
x(dy @' W) = tli}m ;ln ||dx®" (W)]]. (1.28)

Zatim jsme pocitali Lyapunoviv exponent, a tedy miru natazeni fazového
prostoru ve sméru néjakého konkrétniho vektoru w. Vzhledem ke studiu citli-
vosti dané orbity na zménu pocatecnich podminek nas bude zajimat maximalni
mira deformace elementu fazového prostoru podél této orbity. Ukazeme, ze tato
maximalni mira bude urcovat rozpinani témér v kazdém sméru.

Opét uvazujme orbitu na fazovém prostoru, ktera prochazi bodem x s tecnym
prostorem 7, S. Misto x(dx®'w) budeme zkrdcené psét jen x(w). Pro soucet dvou
vektori wi a wy plati

X(W1 + wy) < max{x(wy), x(W2)}, (1.29)

coz plyne z

o1
X(wi+wy) = lim —In ||dx @ (w1 + wo)|
1
< lim ~In(2 max{||dx®" (w1)|[.[|dxP* (w2)][})

= max{x(w1), x(w2)},

"To je ukazano v (Oseledets, |1968).
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kde jsme v odhadu pouzili linearity zobrazeni d,®' a trojihelnikové nerov-

nosti. Cisla 2 v logaritmu jsme se zbavili diky (1.27).
Ze vztahu (1.27) a ((1.29) plyne, Ze mnozina vektoru

{we TS x(w) <r}reR

tvori linearni vektorovy podprostor 7S, protoze pokud do ni patii
vektory wy a wo, pak i vektor

W1 + oW € {w € TS, x(W) <r}, Vep,e0 € R

Toto rozdéleni teéného prostoru na podprostory s danou maximalni mirou
rozpinani nam poslouzi k lepsimu pochopeni chovani fazového prostoru podél
zvolené trajektorie. Z toho totiz plyne, ze Lyapunoviv exponent vektort z 2n
rozmérného teéného prostoru muze nabyvat nejvyse 2n hodnot v;. Pro doka-
zani tohoto tvrzeni uvazujme opacnou situaci. Méjme mnozinu 2n + 1 vektort
{w;}3" 11 které jsou usporddény tak, ze pro hodnoty v; jejich Lyapunovych ex-
ponenti plati

vy <o < Vo < Vopgd-

Pro kazdou z téchto hodnot zavedeme vektorovy podprostor
L ={w e TS, x(w) <y}

Vztah nedovoluje, aby néjaké dva prostory L; a L;, i # j méli stej-
nou dimenzi. Pak ale L,, musi byt vektorovy prostor dimenze 2n a je tak izo-
morfni s teénym prostorem T, S. Vektor wa, 1 proto lezi v prostoru Ls,, a tedy
Voni1 < Uo,. Tim jsme se dostali do sporu s puvodnim predpokladem existence
2n + 1 riznych hodnot rozpinani vektorta z 2n rozmérného prostoru.

Spor nastava pravé proto, ze linearni struktura vektorovych podprostorti ne-
dovoluje vétsi pocet rliznych smért rozpinani nez je dimenzionalita daného pod-
prostoru. Obecné se mohou nékteré hodnoty v; rovnat a nabyvaji tak méné nez
2n hodnot

v < e < Vs, 1<s <2n.

Jejich soubor nazyvame spektrem a popisuje miru deformace tecného prostoru
ve vSech smérech. Hodnoty v; se ve spektru vyskytuji v parech v; = —vo, 11,
kdy jedna charakterizuje rozpinani v néjakém sméru, kterému odpovida smrsto-
vani v druhém sméru tak, aby se zachovaval objem kazdého elementu fazového
prostoru. Ziskali jsme alespon zakladni predstavu o dynamice fazového prostoru.

Jaky je Lyapunoviv exponent ndhodné vybraného vektoru z 7,87 Odpoved
najdeme opét pomoci rozlozeni teéného prostoru na podprostory L;. Nejvetsi
podprostor L, = T,S prislusi i nejvyssi hodnoté Lyapunovova exponentu v,.
Vektory pravé s touto hodnotou Lyapunovova exponentu tvori mnozinu L/ Ls_.
Vektory s mensi hodnotou LCE tvori podprostor L,_1, ktery je vsak v T, S pouze
mnozinou miry nula. s pravdépodobnosti 1 tak vybereme z tecného prostoru
vektor s maximalnim Lyapunovovym exponentem.
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Pro tucely této prace je to dobra zprava, nebot na zakladé hodnoty maxi-
méalniho Lyapunovova exponentu (zkratka mLCE) 1ze rozhodnout o chaoti¢nosti,
nebo regularité dané neperiodické orbity.

MLOE { >0 chaoticka trajektorie

=0 regularni trajektorie

Periodicka orbita mtze mit také nenulovy mLCE. Neni chaotickd, ale jen ne-
stabilni, protoze v jejim okoli dochéazi k exponencialni divergenci orbit. Mira peri-
odickych orbit v chaotickém prostoru je obecné nula, proto neni pravdépodobné,
ze bychom na néjaké pri studiu fazového prostoru narazili.

Kazda neperiodickd orbita z dané chaotické oblasti je v ni husta. Chaoticka
oblast je tak vyplnéna orbitami se stejnym mLCE.

Maximalnim Lyapunovovym exponentem Y lze zavést Lyapunoviv cas

Jednad se o cas, po kterém se blizké orbity rozejdou o vektor velikosti e a po kterém
se systém zacne chovat chaoticky (pozorujeme exponencidlni rozchod blizkych
orbit).

1.2.4 Vypocet maximalniho Lyapunovova exponentu

Vypocet Lyapunovova exponentu nahodného vektoru z 7,S pomoci vztahu
(1.28) vede na vypocet mLCE, jak jsme ukézali v pfedchozi ¢asti textu. V praxi
resime numericky. V tomto tvaru vsak neni idealni pro numericky vypo-
cet, protoze pripadny exponencialni rist argumentu logaritmu muze zpusobovat
potize. Problém vyftesime tak, Ze vektor budeme vyvijet po mensich krocich 7.

Pti vypoctu mLCE provadime limitu vyrazu

||dx() @' W (0)]]
|[w(0)]]

1

Vypocet pro casovy interval ¢ provedeme po krocich 7. Postupné tak budeme
vyvijet trajektorii i deviacni vektor z tecného prostoru. Pokud ¢ = k7, budeme
pracovat se zobrazenimi

P =" =P 00 @7
dx()®" = dy((h-1)n @7 0 -+ 0 dy(1) @7 0 di(0) D7

Pak mtizeme psat

1 @Ol 1w w()]
A= TNl R Wk =00l W)l
L E L fiwn)]

“hr & w(@— Do)

kde
W) = |ldx(i-1n @ W ((@i — 1)7)]].
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Maximalni Lyapunoviv exponent tak spocitame jako

x = lim X(k7) = lim —Zln

k—o0 k—oo kT

.
x((i-1)r) D7 1.30)
(= (Hw ) ||>H (

Tento vztah ndm 1iké, Ze pro vypocet mLCE nemusime vyvinout vektor z poca-
tecniho bodu do nekonecného casu a tam se divat na jeho normu. Stejny vysledek
dostaneme jako soucet nekoneéné fady. V daném bodé x((i —1)7) (obr. vyvi-
neme jednotkovy te¢ny vektor do tecného prostoru bodu x(i7). Logaritmus normy
zobrazeného vektoru je i-tym ¢lenem nekonecné rady mLCE. Vektor znovu nanor-
mujeme na jednotku a postup opakujeme. Numericky vypocet nam nedovoluje
provést nekonecny pocet krok. Nakonec tedy pocitame Lyapunoviv exponent
v konecném case, ktery slouzi jen jako odhad skutecné hodnoty Lyapunovova ex-
ponentu. Pro kratké c¢asy soucet rady osciluje a bézné az po néjakém case zacina
konvergovat k predpokladané hodnoté Lyapunovova exponentu. o tom ale vice v
sekci [2.2.1] kde numericky vypocet implementujeme.

W((Z +1)7)

w((i=1)7)
[[w((i—1)7)]|

Obréazek 1.5: Znazornéni vypoctu mLCE pomoci fady. Z bodu x((i — 1)7) je
vyvijen jednotkovy vektor w((i — 1)7)/||w((i — 1)7)|| do bodu x(i7). Logaritmus
normy obrazu vektoru je i-tym c¢lenem nekonecné fady mLCE. Vektor znovu
nanormujeme a postup opakujeme do dalsiho bodu vzdaleného o cas 7.

1.2.5 Poincarého rez

Vystupem studia chaosu v daném systému miize byt hodnota Lyapunovova
exponentu chaotickych oblasti, pripadné pomeér objemu chaotickych oblasti a ob-
jemu celé energetické nadplochy, na které lezi. Kromé téchto ¢isel bychom si
chtéli casto mnohorozmérny fazovy prostor s chaotickymi strukturami prohléd-
nout. K tomu slouzi Poincarého rezy. Jedna se o dvourozmérny tez fazovym
prostorem, ktery jsme si tak schopni prohlédnout na papire, coz bude ostatné
ukazano i v této praci.

Na Poincarého fezu pozorujeme obvykle body, jez jsou prinikem orbit na fazo-
vém prostoru s danou plochou fezu. Orbita miize plochu fezu protnou i vicekrat.
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Kazdému bodu jsme schopni pritadit mnozinu bodi z fezu na jeho trajektorii vy-
voje. Pokud se s timto zobrazenim omezime jen na rovinu fezu, ziskdme diskrétni
zobrazeni po konec¢nych krocich. Dostavame tak chaotickou mapu, o které jsme
mluvili v ivodu.

Podstatné je, ze i na tomto Tezu rozpozname regularni a chaotické orbity. Za-
timco body regularnich orbit tvori uzaviené obrazce, body prislusejici chaotickym
neperiodickym orbitdm se zdaji byt rozmistény nahodile. To je zptisobeno tim,
ze takové trajektorie jsou husté v dané chaotické oblasti. Pro vétsi informacni
hodnotu muzeme pri vykresleni barevné oznacit body dle hodnoty Lyapunovova
expenentu jejich trajektorie.

Spravnou projekei chaotické struktury vsak dostavame jen urezti fazovych pro-
storil systému se dvéma stupni volnosti, coz je ostatné i nas pripad. U dvourozmér-
nych Tezi vicerozmérnymi prostory dochézi k prekryti chaotickych a regularnich
oblasti po projekci na rovinu, ¢imz se ztraci pozadovana informace o chaotické
strukture.
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2. Studium modelu

Néplni této prace je studium chaosu v modelu jednoduchych vibraci s kvan-
tovym hamiltonidnem ze vztahu (1.17). Ten je tvoren Casimirovymi operdtory
algeber u(2) a o(3). Takovy hamiltonién komutuje s operdtorem [, ktery tvoif po-
dalgebru o(2) obou zminénych algeber. v systému se tak zachovava jedna slozka
momentu hybnosti, coz z néj spole¢né se zachovanim energie déla systém integra-
bilni. Abychom mohli studovat chaos, musime integrabilitu narusit.

To provedeme pomoci nové zavedenych dipolévych operatori D, a ﬁy, které
zadefinujeme puvodnimi dipélovymi operatory ze vztahu ([1.14) jako

A A

Di=D,+iD,, (2.1)

2~ ]. Ll A A _7/ A A

Dm == §(D+ + D_), Dy — 7(D+ - _D_) (22)
Pridani téchto operatorti k hamiltonianu odpovida ptisobeni vnéjsiho pole

ve sméru osy =z, resp. y. Naptiklad interakci obecného systému s elektrickym
polem s elektrickou intenzitou £ lze popsat pridanim clenu

D-£

k ptivodnimu hamiltonidnu, kde D je dipdlovy operator. Pokud sméruje elektrické
pole napf. ve sméru osy z, € = (£,0,0), interakéni ¢len s elektrickym polem
v hamiltonidanu ma tvar

—&D,.

Volime obecnéjsi tvar hamiltonidanu, ktery budeme studovat po zbytek této
prace, ve tvaru

~ R B ~ 2 ~

H—An—|—<N_1)W +CD,. (2.3)
Redlné konstanty A,B,C' urcuji vlastnosti systému. Pomér A/B udava v pavod-
nim modelu Jachella a Osse pfechod mezi situacemi na obrazcich a
a konstanta C' udéava miru poruchy (intenzitu vnéjsiho pole). Pro C' = 0 je sys-
tém plné integrabilni, a tedy nechaoticky.

Nejprve provedeme klasickou limitu tohoto hamiltonidnu a poté se pustime

do studia chaosu, jeho miry v systému, a struktur, které vytvoril na fazovém
prostoru.

2.1 Provedeni klasické limity

Od operétora n, W2 a D, prejdeme k vyjadreni hamiltonidnu pomoci dvou
sad kanonicky sdruzenych poloh ¢; a hybnosti p; dle tabulky [I.1] k transformaci
pouzijeme vyjadfeni operdtorti pomoci kartézskych operatort 7, 7, a skaldrniho
operatoru &
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h=415,+ 717,
9 2 2 2
W™= |i(#16 + &' %x)] + [z(ﬂﬁ — ot %y)] + [Z(Tjﬁx - %L%y)l ,

Nyni provedeme klasickou limitu dle tabulky [I.I] s oznac¢enim operatoru
{6,747y} = {b0,b:,by }.

Dostavame tak vyjadreni pomoci dvou sad {¢,,p.} a {g,,p,} kanonicky sdruze-
nych poloh a hybnosti

N
n— > (@ + 1)),

1=,y

A2
W™ — N*(p2 + 1)) (2 - > (¢ +pf)> + N2 (pyqe — qyp2)?, (2.4)

1=,y

Dy — V2Np, 2= 3" (¢ +p}).
1=y
Klasicka limita odpovida velkému poctu castic N — oco. Nebudeme proto ur-
covat energii celého systému N vibront, ktera diverguje, ale omezime se na energii
jedné castice H/N. Dostavame tak klasicky hamiltonidn H,,

]Z: chA[ > (q§+p?)] +Bl(pi+p§)<2— > (Q?er?))

1=,y 1=,y

+ (pys — Qypr>2‘| + C[py 2- % (¢ +p?)]‘

=,y
(2.5)
Nyni uz muzeme pristoupit ke studiu chaosu, pocitani Lyapunovovych expo-
nenti a vykreslovani Poincarého fezi. k tomu si jiz nevystac¢ime s analytickymi
metodami, ale vyuzijeme téch numerickych.

2.2 Numerické techniky

Vétsina vypocti byla provedena pomoci programovaciho jazyka Julia (viz
(The Julia))). Ta nabizi v souc¢asné dobé jeden z nejpokrocilejsich nastroju na te-
seni soustav diferencialnich rovnic a numerickou integraci v podobé knihovny Dif-
ferentialEquations.jl (viz (DifferentialEquations.jl)). Tu vyuzijeme k Teseni pohy-
bovych rovnic a evolu¢ni rovnice devia¢niho vektoru pro napocitani Lyapunovova
exponentu trajektorii. Pouzité metody nyni ve struc¢nosti predvedeme.

2.2.1 Numericky vypocet Lyapunovova exponentu

Jak uz bylo feceno v teoretické sekei (Vypocet maximalniho Lyapunovova ex-
ponentu), pri numerickém vypoctu pocitdme jen odhad Lyapunovova exponentu
do urcitého c¢asu. My vypocet ukonc¢ime, pokud uz se hodnota exponentu nebude
rychle ménit, tedy pokud pomér odchylky Ax a stfedni hodnoty (x) souboru
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[ hodnot Lyapunovovych exponenti vypocitanych v poslednich [ krocich bude
mensi nez zvolena hodnota A
Ax

@SA'

Samotny vypocet je pak jen implementaci postupu ze sekce (Vypocet maxi-
malniho Lyapunovova exponentu) a vztahu ([1.30]). Shrnut je v nésledujici tabulce.

Tabulka 2.1: Algoritmus pro numericky vypocet Lyapunovova exponentu.

Vstup

« Evolucni rovnice (1.23) a (1.25) dané hamiltoni-

anem H. (vektor jeho prvnich derivaci DH(x)
a matice druhych D?H(x))

e Vybrana trajektorie, jejiz Lyapunoviv exponent
chceme urcit, zadana vektorem pocatecnich pod-
minek x(0)

o Nahodny pocéatecni jednotkovy deviacni vektor
w(0)

e Zvolené A pro ukonceni vypoctu.

Krok 1 v bodé x(k7) s jednotkovym vektorem w(kT) napoci-
téme DH(x (k7)) a D®H(x(k7)). Numericky zintegru-
jeme vztahy (1.23)) a , ¢imZ se dostaneme do no-

vého bodu x((k+1)7) s devia¢nim vektorem w((k+1)7).
Délku kroku 7 volime dle pozadované presnosti, pri-
padné podle integracni metody.

Krok 2 Vypocteme k + 1 ¢len fady Lyapunovova exponentu

In||w((k+1)1)]].
Pricteme jej k radé

1

Krok 3 Pokud mé rada dostatek clenti £ 4+ 1 > [, spocitame
odchylku Ay a stfedni hodnotu (x) poslednich [ souc¢tt
x; Tady. Pokud
AX _ a,
)~
vypocet ukonc¢ime. Jinak postupujeme opét od kroku 1.
Krok 4 Vystupem je Lyapunoviv exponent x; v case t.

Vyslednd hodnota koneéného Lyapunovova exponentu dané trajektorii se tak
bude lisit podle casu ¢, ve kterém bude vypocet ukoncen. Déle se ukazuje, Ze
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podstatnou roli hraje i metoda pouzita pro numerickou integraci. Knihovna Dif-
ferentialEquations.jl jich nabizi opravdu sirokou skalu. Pro ukazku jsme vybrali
¢tyri metody. Jedna se o Rungeovy-Kuttovy metody s adaptivnim krokem, coz
znamend, ze krok 7 neni konstantni. Cislo v jejich ndzvu pak udava fad metody
(viz (ODE Solvers))). Testovat je budeme na populdrnim chaotickém Hénonoveé-
Heilesové hamiltonianu

3
HHénon—Heiles = ;(pi + pz) + ;(12 + 92) + <x2y - y3> .
Jedna se o detailné prostudovany systém, na kterém jsme schopni ovérit spravnost
numerickych vypoctu integra¢nich metod.
Napocitany Lyapunoviv exponent pro chaotickou trajektorii s pocatecnimi
podminkami x = (x;y; p,;py) = (0;0;0,35;0,35) vybranymi metodami je na ob-
razku 2.1]

0.10
0.05
b

0.00 | = \/ern9, x=0.055
== DP5, x=0.066
= TsitPap8,x=0.047
- Feaginl2, x=0.051

_005 1 1 1 1

0 2000 4000 6000 8000
t

Obrézek 2.1: Konecny Lyapunovuv exponent y v ¢ase t orbity Hénonova-Heilesova
hamiltonidnu s poc¢dteénimi podminkami x = (0;0; 0,35;0,35). Exponent byl ur-
¢en postupné ¢étyrmi integrac¢nimi metodami Vern9, DP5, TsitPap8 a Feaginl2.
Parametry pro ukonéeni vypoctu byly voleny [ = 400, A = 10~7. Uveden je
i vysledny exponent x urc¢eny danou metodou.

Hodnoty Lyapunovova exponentu urcené riznymi metodami se tak lisi hod-
notou, pribéhem i ¢asem, ve kterém byl vypocet ukoncen. K rozhodnuti o tom,
ktera z metod dava nejlepsi odhad skutecné hodnoty vyuzijeme srovnani Poin-
carého Tezil napocitanych témito metodamﬂ Ty jsou na obrazcich

Byt se jedna o stejné rezy fazovym prostorem, rizné metody davaji naprosto
odlisné vysledky. Nejlepsi odhad jsme ziskali metodou Vern9, coz dokazuje i srov-
nani s vysledky z jinych praci (napt. Poincarého fezy v 2015))).

Na obrazku vidime predpoklddanou strukturu fezu. Body reguldrnich
trajektorii s nulovym Lyapunuvovym exponentem tvoii uzaviené krivky, nebo
izolované body (mnoziny miry nula na plose fezu), zatimco chaotické body vy-
plnuji zbyly prostor bez zjevného pravidla. Body v chaotické oblasti maji témeér

Viz (ODE Solvers).

Verne9 - Vernova ,nejefektivnéjsi“ Runge-Kutta 9. fadu
DP5 - Dormandova-Princova Runge-Kutta 5. fadu

TsitPap8 - Tsitourasova-Papakostasova Runge-Kutta 8. raddu
Feagin12 - Feaginova Runge-Kutta 12. radu
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stejnou hodnotu Lyapunovova exponentu. Mirné odchylky jsou zptsobeny tim,
ze pocitame jeho hodnotu v koneéném case a hodnota kazdé trajektorie konver-
guje s ruznou rychlosti. Zajimavé jsou oblasti, kde se stykaji regularni a chaotické
oblasti. Lyapunoviv exponent neni nulovy, ale je nizs$i nez hodnota v chaotické
oblasti. To je opét disledek numerické integrace, kdy normu devia¢niho vektoru
w nepocitame v prislusném bodé x dané trajektorie, ale v néjakém blizkém bodé
x + 0 kvili numerické nepresnosti. v prostoru mezi regularni a chaotickou oblasti
tak pri vypoctu exponentu ,preskakujeme* mezi regularnimi a chaotickymi orbi-
tami. To lze omezit naptiklad snizenim parametru A nebo integrac¢niho kroku 7.
S tim je vSak spojeno zvysSeni ¢asové narocnosti vypoctu. Presto se tohoto efektu
nelze zbavit. Pfechod mezi chaotickou a regularni oblasti je totiz tvoren fraktalni
strukturou, kde se tyto své oblasti vzajemné proplétaji.

Metoda Vern9 ma dobry pomér kvality vypoctu a jeho casové naroc¢nosti
(srovnani s dalsimi metodami z Differential equations.jl zde jiz neuvadime),
a proto ji budeme pouzivat pro dalsi vypocty. Pro moznou reprodukci vysledki
z celé prace uvadime hodnoty dalsich parametri integracni metody, které ovliviuji
délku integracniho kroku a udéavaji relativni a absolutni
toleranci: reltol = 107!Y abstol = 1071,

0.06 0.06
0.05
0.04
0.03 X<

0.02

0.01

0.00 0.00

0.06 0.06

0.05 0.05
0.04 0.04
0.03 X 0.03 X
0.02 0.02

0.01 0.01

0.00

(c) TsitPap8 (d) Feaginl2

0.00

Obréazek 2.2: Poincarého tezy energetické nadplochy F = 0,1225 fazového pro-
storu Hénonova-Heilesova hamiltonidnu rovinou # = 0. Rezy byly napocitany
metodami Verne9, DP5, TsitPap§ a Feaginl?2. Parametry pro ukonceni vypoctu
byly voleny I = 400, A = 1075, Hodnota Lyapunovova exponentu Y je vyznacena
barevnou skélou.
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2.2.2 Provedeni Poincarého rezu

Vratime se jesté v vypoc¢tim Poincarého tezli. Vibronovy i Hénontv-Heilestv
hamiltonian z minulé sekce urcuji ¢tyirozmérny fazovy prostor. Poincarého tez je
pak typicky urcen energetickou nadplochou H, = E a volbou roviny ve fazovém
prostoru. Napiiklad na obrdzku byla volena = = 0.

Volba energetické nadplochy a roviny fezu urcuje na fazovém prostoru dvou-
rozmérnou plochu a my si vybereme, jakou jeji projekci zobrazime. na obrazku
jsme volili projekei do roviny yp,. Jelikoz se v hamiltonidnu Hpgnon-Heiles Do~
chazi hybnost p, ve druhé mocniné, v Poincarého tezu zobrazujeme jen jednu
vétev TeSeni. na jiz zminéném obrazku jsme zobrazovali jen body s p, > 0. Jedna
se tedy skutecné o pohled na dvourozmérnou plochu umisténou ve trojrozmérném
prostoru.
prostoru komplikovanéjsi struktury. Hamiltonian jako funkce jedné vybrané pro-
ménné mize mit az ¢tyti koreny. U Poincarého rezli v téchto oblastech tak nestaci
brat kladnou, nebo zdpornou hybnost, ale musime se omezit na konkrétni vétev
reSeni treti souradnice (napr. maximélni p,, minimaln{ kladnd p,, maximalni za-
pornd p, a minimalni p,). v Fezech uvedenych v této praxi jsme vybrali vzdy
maximalni hodnotu treti souradnice.

Pocateéni podminky vyvijenych trajektorii jsou rovnomérné rozdélené body
na kartézské siti daného rezu. Celkovy pocet se odviji od tvaru konkrétniho fezu.
na déale uvedenych Poicarého fezech bylo vyvijeno vzdy 200 az 300 trajektorii.

Tyto struktury ve fazovém prostoru nyni trochu vice prozkoumame.

2.3 Struktura fazového prostoru

Podstatnou vlastnosti fAizového prostoru ur¢eného hamiltonianem (2.5)) je jeho
kone¢nost. Tvoii ¢tyfrozmérnou kouli o poloméru /2, coz plyne z podminky

2— > (¢Z+p})eRr

1=,y
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() A=03,B=-06  (h)A=02 B=-07 (i) A=0,1, B= 08

Obrézek 2.3: Rezy = 0, E = 0 fazovymi prostory hamiltonidnt s proménnymi
parametry A a B s nulovou poruchou C' = 0 (vztah .

Féazovy prostor si budeme chtit ,prohlédnout® pomoci dvourozmérnych fez,
pro které bude mozné napocitat i Poincarého fezy. Volbou energetické nadplochy
H, = E a konstantni souradnice na fazovém prostoru vybereme dvourozmeérnou
plochu Tezu. Tvar této plochy je zavisly na energii, zvolené soutadnici, ale i hamil-
tonianu. Hamiltonidn je tvoren tfemi zakladnimi Cleny s konstantami A, B (tvar
molekuly - viz obrazky a a C (sila poruchy), jejichz volba méni tvar
rezu.

Na obrézku 2.3]je zndzornéna zména fezu E = 0, z = 0 bez poruchy C' = 0 pfi
zméné parametri A a B tak, aby A—B = 0,9. Konstanta B je volena zaporné, aby
odpovidala ptivodné navrzenému tvaru hamiltonianu Iachellem a Ossem ve vztahu

[ID).

Parametry A a B nyni zafixujeme na hodnotach A = 0,1 a B = —0,8 a po-
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divame se, jak bude na tvar fezu pusobit zména soutadnice x a sily poruchy.
Uvadime zde jen fezy x = konst. Pri volbé jiné konstantni soutadnice je tvar
i chovani rezt pfi zménach parametri podobné.
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y y
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Obrazek 2.4: Rezy fazovym prostorem hamiltonidnu s konstantami A = 0,1, B =
—0,8 a C' = 0,25 na energii E = 0. Hodnoty z jsou voleny v intervalu (—v/2, v/2).
Rozstépi okraji ploch je numerickym artefaktem vykreslovaciho programu.

Na obrazku [2.4] je ukdzano, jak se méni tvar Fezu pii zméné soufadnice x. Zd4a
se, ze vSechny fezy ziskdme jen zkroucenim plochy fezu x = 0. Stejné chovani
vykazuje i jejich chaotickd struktura, jak je vidét na obrézku [2.5]
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Obrazek 2.5: Poincarého fezy fazovym prostorem hamiltonianu s konstantami
A=01 B = -08a C = 0,25 na energii £ = 0. Hodnoty z jsou voleny
v intervalu (—+/2,v/2). Lyapunoviiv exponent  trajektorif je vyznacen barevnou
skalou.

Ziskavame tak predstavu o tom, jak vypada chaoticka struktura na trojroz-
mérné energetické nadplose. Dvourozmérna nadplocha fezu nulové hodnoty sou-
fadnice s (s mize byt obecné x, y, p,, nebo p,; na obrazcich za s volime z) je
podél této souradnice na intervalu (—+/2,v/2) zkroucena. To je docela nadéjna
predstava. Pro dobry odhad poméru chaotického a celkového objemu dané ener-
getické nadplochy by nam totiz stacilo urcit pomér chaotické a celkové plochy
jednoho z jejich fezt. Tim se ale budeme zabyvat az v dalsi kapitole. Nyni se
jesté vratime k obrazktm.

Vliv sily poruchy na tvar fezu je zachycen na obrazku [2.6] Pivodné syme-
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trickd plocha je postupné deformovana. na obrazku jsou uvedeny prislusné
Poincarého tezy. Bez poruchy (obr. je systém nechaoticky a vidime jen
pravidelné regularni trajektorie. s rostouci poruchou roste a nasledné klesa hod-
nota Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti i obsah chaotické plochy. Tyto
dva procesy vsak probihaji oddélené a maxim nenabyvaji pri stejné sile poruchy.
Nejvétsi chaotickou plochu vidime na obrazku zatimco nejvyssich hodnot
nabyva y na obrazku

\ |
T = I
t I ) |
Py 0? Py Oj Py Oj 1S 7
b 1 Ll 1 b 1
0 px L 0 px Px
1 4 1
1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
y
(a) C =0,0 (b) C' =0,2 (c)C=04
| / 1?/ ; P
1 -
py OF py OF by oF - )
L A r A i [

Py OF - Py OF

(g) C =12 (h)yC=14 (i) C=1,6
Obréazek 2.6: Rezy E = 0, z = 0 fazovym prostorem hamiltonianu s konstantami

A = 0,1, B = —0,8. Postupné roste sila poruchy C'. Rozstépi okraji ploch je
numerickym artefaktem vykreslovaciho programu.
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Obréazek 2.7: Poincarého tezy £ = 0, x = 0 fazovym prostorem hamiltonianu
s konstantami A = 0,1, B = —0,8. Postupné roste sila poruchy C. Lyapunoviv
exponent y trajektorii je vyznacen barevnou skalou.

Narust a nasledny pokles chaosu predstavuji ocekavané chovani systémi. Do-
chazi k nému nejen pri zesilovani poruchy, ale také pri zvyseni energie. Analogii
nabizi typicky chaoticky systém, jakym je dvojkyvadlo. na malé energii vykonava
kyvadlo periodické kmity. na stfednich energiich pozorujeme chaotické a zdan-
livé nahodilé chovani. na vysoké energii vSak dochazi k omezeni ttidy pohybii jen
na rotaci kolem pevné osy, coz je opét periodicky, a tedy nechaoticky pohyb.

Podobny pribéh tak vidime i na obrézku [2.8] kde jsou uvedeny Poincarého
fezy provedené v riznych energetickych nadplochach. v nizkych energiich preva-
zuji regularni trajektorie. Nasledné roste podil chaotickych i hodnota Lyapuno-
vova exponentu. Rez na obrizku dokonce neobsahuje zadné regularni tra-
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Obrazek 2.8: Poincarého tezy x = 0 fazovym prostorem hamiltonianu s konstan-
tami A = 0,1, B = —08 a C' = 0,5 na
s energii . Lyapunoviuv exponent y trajektorii je vyznacen barevnou skélou.

riznych energetickych nadplochach

jektorie. s dalsim ristem energie se vsak vraci regularni oblasti, coz je vidét

na obrazku 2.8i.

Tuto sekci bohatou na obrazky, kde jsme chaos ve vibronovém systému stu-

dovali spise fenomenologicky, zakonéime momentem zrozeni chaosu v systému.
na obrazku jsou napocitané Poincarého tezy pii nulové poruse a pti malych
hodnotach C' = 0,01 a C' = 0,05. Pro kazdy pripad jsou uvedeny tii pohledy
na dvourozmeérnou plochu fezu £ = 0, z = 0. Vidime, Ze chaotické oblasti vzni-
kaji v rovinach s nulovou hodnotou souradnic s = 0. s rostouci poruchou se pak
siti dal a postupné vyplni témér cely fez (viz jeden z predchozich obrazku .
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Obrézek 2.9: Poincarého tezy pfi nulové poruse C' = 0 a pfi malych hodnotach
C = 0,01 a C" = 0,05. Pro kazdy pripad jsou uvedeny ttfi pohledy na dvouroz-
mérnou plochu fezu £ = 0, x = 0, postupné v rovindch yp,,p.p, a yp,. Zbylé
parametry hamiltonidnu jsou voleny A = 0,1 a B = —0,8. Hodnota Lyapunovova
exponentu x je vyznacena na barevné skale.

Predchozi obrazky nam poskytuji jesté jednu podstatnou informaci. Vidime,
jakému intervalu konec¢ného Lyapunovova exponentu u naseho zptsobu vypoctu
odpovidaji regularni trajektorie. Jejich Lyapunoviiv exponent v nulovém case je
nulovy, ale jelikoz po¢itdme Lyapunovuv exponent jen do kone¢ného ¢asu (volba
parametri je [ = 400, A = 107%), reguldrni trajektorie lez{ v ptiblizném intervalu
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konec¢ného Lyapunovova exponentu

Xregularni € <070502) (26)

s touto presnosti si u dalsich vypocti vystacime, nebot Lyapunoviv exponent
chaotickych trajektorii je vyssi i pro relativné malé hodnoty poruchy, jak plyne
z obrazku Pro studium trajektorii s nizkym, ale nenulovym exponentem vsak
staci jen vhodné snizit parametr A, ¢imz se vSak zvysi ¢asova narocnost vypoctu.

2.4 Urceni chaoti¢nosti nadplochy fazového pro-
storu

Kromé informace o hodnoté Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti
a moznosti ,nahlédnout” do fazového prostoru pomoci Poincarého tezi, je pod-
statnym bodem studia chaosu také schopnost urc¢it objem chaotickych, resp. re-
gularnich oblasti ve fazovém prostoru. Po Lyapunovové exponentu je pomér chao-
tického a celkového objemu dalsi diilezitou mirou chaosu v systému. a jak uz bylo
zminéno v teoretické sekci, obé tyto miry se projevuji v kvantovych podobach
prislusnych model.

v nasem jednoduchém modelu se zachovava energie. Trajektorie vyvoje jsou
tak lokalizovany v jednotlivych energetickych nadplochach. Proto se omezime
jen na urcovani chaoticnosti prislusné nadplochy H, = E. v idedlnim pripadé
bychom znali presny Lyapunoviv exponent kazdého bodu nadplochy, coz by nam
jejl objem jednoznacné rozdélilo na regularni a chaoticky. My vsak mame znacné
omezené schopnosti. Numerickymi metodami jsme schopni urcit jen koneény LCE
konecného poctu trajektorii na prislusné nadplose. i v tomto pripadé se tak bude
jednat jen o odhad skutecné hodnoty objemu chaotickych a regularnich oblasti.

Piimocarym fesenim by bylo vybrat velky pocet bodt na zvolené nadplose
a urcit Lyapunoviiv exponent jim ptislusnych trajektorii. Pomér poc¢atec¢nich bodi
chaotickych a regularnich trajektorii by byl prvnim odhadem poméru chaotickych
a regularnich objemt. Problémem je ¢asova naroc¢nost tohoto TeSeni zplisobena
potiebou urc¢it koneény Lyapunoviv exponent velkého poctu trajektorii.

Snizit pottebny pocet studovanych trajektorii k ziskdni dobrého odhadu
bychom mohli pomoci nasledujiciho predpokladu. Predpokladejme, zZe pomér cha-
otického a reguldrniho objemu dané energetické nadplochy se moc nelisi od tohoto
poméru ur¢ené¢ho na nékterém z jejich tezti. Tento predpoklad vychéazi z chovani
fezil popsaném v predchozi sekci (obr. , kdy u fezu E = konst., x = konst.
dochézelo zménou soutradnice z jen k jeho deformaci. To ndm samoziejmé nezaru-
cuje, ze podil chaotickych a regularnich oblasti je na vsSech Tezech stejny. Pokud
by se ale ukézalo, ze se tato hodnota se zménou prislusné souradnice urcujici
ez (v pripadé obrazku [2.5]je to soutadnice x), vyrazné neméni, byla by dobrym
odhadem tohoto poméru pro celou nadplochu s vyrazné kratsi dobou vypoctu.

Ptvodni problém se tak redukuje na nalezeni vhodného rozdéleni boda
na dvourozmérné ploe implicitné zadané hamiltonidnem (2.5)). Rozdéleni bodt
by meélo byt takové, aby zastoupeni chaotickych a regularnich oblasti odpovi-
dalo poméru chaotickych a reguldrnich objemi. To zarucit nedokazeme. Kromeé
samotnych bodi vsak mizeme zaznamenat vSechny priseciky studovanych tra-
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jektorii s plochou daného tezu, ¢imz zvysime jeho pokryti. Nabizi se tak volba
rovnomérného rozdéleni poc¢atecénich bodl po roviné rezu.

Nejjednodussi a casové velice privétivou metodou pro nalezeni tohoto roz-
déleni by byla vhodna parametrizace plochy fezu, ktera by vedla na analyticky
integrovatelnou plosnou miru. Zavedenim chaosu do systému (¢len poruchy s od-
mocninou v hamiltonidnu (2.5))) a ué¢inénim jej neintegrovatelnym vsak zabranilo
nalezeni jednoduchého pokryti plochy atlasem map a nedovoluje existenci ana-
lyticky integrovatelné miry.

Univerzalni metodou pro nalezeni obecného rozdéleni na mnoziné je metoda
Monte Carlo pomoci Markovougjch retézci | (zkratka MCMC). Po hamiltonovovs
struktufe (trajektorie vyvoje) dané plochy konstruujeme Markovovy Fetézce a ge-
nerujeme tak body dle pozadovaného rozdéleni (viz (Byrne a Girolami, 2013)) a
(P. Diaconis|, 2011)). Je to velice uzitecna metoda. Mimo jiné lze tento postup
vyuzit k vypoctu vicenasobnych integrali.

Pokud bychom takto nagenerovali rozdéleni bodti a nasledné pocitali LCE je-
jich trajektorii, evoluci systému bychom vysledné pocitali dvakrat. Bylo by proto
vhodné implementovat metodu, kde by rozdéleni bodt bylo pocitano soucasné
s Lyapunovovym exponentem a ¢asova naroc¢nost vypoctu by se tak snizila.

My zde budeme prezentovat jednodussi metodu, kterda nam nedovoluje nalézt
rovnomérné rozdéleni boda. Nicméné ji jsme schopni pokryt plochu body tak,
aby nedochazelo k vétsim fluktuacim v jejich hustoté.

2.4.1 Popis metody

Néami pouzitd metoda se zakladd na aproximaci plochy fezu pomoci mnoho-
uhelniki. Jeden bod z kazdého mnohothelniku naprojektujeme na ptivodni plochu
fezu, ¢imz ziskame rozdéleni bodu spoleéné s odhadem plochy fezu. Pri vyvoji
trajektorii zaznamenavame jejich priseciky s plochou fezu. Chaoti¢nost plochy
mnohotuhelniku je pak dana jako podil bodt chaotickych trajektorii ku celkovému
poctu. Tak bychom méli ziskat odhad podilu chaotické plochy v oblasti reprezen-
tované prislusnym mnohothelnikem. Ze znalosti obsahu kazdého mnohothelniku
a prislusného poméru chaotické oblasti jiz dopocitame podil chaotickych oblasti
na celé plose fezu. Postup je podrobnéji rozepsan v nasledujici tabulce.

Tabulka 2.2: Algoritmus urceni odhadu chaoti¢nosti plochy daného tezu.

Vstup Implicitné zadand plocha hamiltonidnem H,. (vztah
(2.5)) fezu E = konst., x = konst. (mizeme volit fez
i jinou rovinou).

Krok 1 Oblast, ve které se nachézi plocha fezu (krychle o hrané
2v/2)rozdélime kartézskou siti na krychle o hranach

2v/2/m.

Krok 2 Najdeme priiseciky fezu s touto siti (obr. [2.10)). Kazdé
souradnicové krychli pritadime mnozinu prusecikii, které
lezi na jejich hranach.

2 Anglicky Markov Chain Monte Carlo nebo Monte Carlo Markov Chains
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Krok 3

Mnozinu prusecika kazdé krychle zredukujeme na jeden
bod (obr. 2.11). v prvni fadé hleddme tézisté trojihel-
niku urc¢eného nékterou trojici pruseciki. Trojici vybi-
kova neexistuje (napf. jsou v krychli jen dva priseciky),
hleddme bod uvnitt krychle na spojnici nékterych dvou
prusecikt. Pokud dand krychle obsahuje jen jeden pru-
secik, volime ten.

1-ta krychle

2v/2/m

\

2v/2/m

Obréazek 2.10: Oblast implicitné za-
dana plochy (Seda) v i-té souradni-
cové krychli. Cervené jsou oznaceny

=

pruseciky plochy a hran krychle. ciky.

Krok 4

Krok 5

Zvoleny bod prislusejici kazdé souradnicové krychli na-
projektujeme na plochu fezu obsazenou v dané krychli
(modry bod na obrazku [2.12)). Dostavame tak hledané

rozdéleni bodu. Pocet téchto bodu oznacime K.

v kazdém bodé nového rozdéleni rozvineme plochu
fezu zadanou implicitné hamiltonianem H. do prvniho
radu Taylorova polynomu. Dostavame tak rovinu te¢nou
na plochu fezu v daném bodé (obr. 2.13)). Plochu fezu
aproximujeme v ¢-té souradnicové krychli prinikem této
krychle a tecné roviny. Priinikem je mnohothelnik s ob-
sahem S;.
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Obréazek 2.11: Priseciky v krychli
redukujeme na jeden bod. Idealné
na tezisté lezici uniti krychle nékte-
rého z trojihelnikt daného prise-



Obréazek 2.12: Projekce vybraného
bodu z kroku 3 (¢erveny bod uvnitf
krychle) na piavodni plochu v krychli
(Cerveny bod).

-

Obrazek 2.13: Aproximace povrchu
plochy tecné roviny v dana krychli.
Plocha vysledného mnohotihelniku

je Sz

Krok 6 z kazdého bodu nového rozdéleni vyvineme trajekto-
rii a ur¢ime jeji konecny Lyapunoviv exponent (obr.
. Zaroven ukladame kazdy prisecik téchto trajek-
torii s plochou fezu. Tyto pruseciky priradime krychlim

(obr. [2.15]), ve kterych lezi.

Obréazek 2.14: 7Z bodu ziskaného
v kroku 4 (modry bod) vyvijime
trajektorii a urcéime jeji Lyapuno-
vilv exponent. Zaznamenavame pru-
seCiky (zelené) této plochy a trajek-
torii vyvijenych z ostatnich krychli.

k; prusediki

-

Obréazek 2.15: Celkem k; prusecikii
(zelené a modry bod) implicitné
zadané plochy v i-té souradnicové
krychli a vyvijenych orbit s ur¢enym
Lyapunovovym exponentem pro ur-
¢eni podilu chaotickych bodi.

Krok 7 Kazdé i-té krychli tak prislusi obsah mnohothelniku .S;,
ktery v ni aproximuje plochu fezu, a mnozina k; prise-
¢tk s urcenymi hodnotami koneénych Lyapunovovych
exponentl x;;, 7 = 1,2...k;.

Ziskali jsem informace o chaotické strukture na zvoleném fezu a jeho apro-
ximaci pomoci ploch S;. z nich bychom chtéli urcit odhad obsahu plochy, ktera
obsahuje chaotické trajektorie. Celkovy obsah plochy rezu oznacime jako



Za chaotické budeme povazovat trajektorie s Laypunovovym exponentem
Xi; > 0,02, dle diskuze na konci predchozi sekce (viz vztah (2.6))) o vytvofeni
chaosu v systému. Jedna se cisté o dusledek nami zvolené numerické techniky
a presnosti pii vypoctu Lyapunovovych exponentii.

Pomér chaotické a celkové plochy tfezu v i-té krychli A; urc¢ime jako pomér
poctu chaotickych bodt v krychli ku celkovému poc¢tu bodtt v krychli k;

_ X056k — 0,02)

A
i kl )

kde ©(x;; — 0,02) je Heavisideova theta funkce, ktera nabyva hodnot

=1 chaoticka trajektorie,

G(Xij - 0702) {

=0 regularni trajektorie.

Podil chaotické a celkové plochy A daného fezu, ktery jsme aproximovali
K plochami s obsahy S;, pak ur¢ime jako

_SE s,
1S

Hodnota poméru vzdy lezi v intervalu A € (0, 1), kdy nulové hodnoté odpovida
plné regularni fez a hodnoté jedna tez plné chaoticky.

Jesté zavedeme priameérny nenulovy Lyapunoviv exponent daného rezu,
ktery by mél udavat odhad hodnoty Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti.
Urcime jej jako primeér vsech Lyapunovovych exponenti y;; > 0,02 ze vsech
krychli

A (2.7)

_ ZE S xO0x — 0,02)

I 25 O — 0,02) (2:8)

2.4.2 Diskuze metody

Presnost urceni A a A\ touto metodou je dana volbou presnosti vypoctu Lya-
punovovych exponentu (parametry [ a A) a velikosti krychli kartézské sité, ktera
je urcena parametrem m. Od néj se pak odviji velikost mnohothelniki, kterymi
aproximujeme plochu Tezu, i pocet vyvijenych trajektorii.

Porovnani presnosti urceni obsahu S celkové plochy fezu v zavislosti na hus-
toté kartézské sité m je na obrazcich a[2.17] na prvnim obrazku je numericky
spocitana plocha jednotkové sféry. Priblizné pro m > 20 se hodnota drzi blizko
presné hodnoty (rozdil je méné nez 1% presné hodnoty). Podobny pribéh vi-
dime i na druhém obréazku, kde s rostoucim m se plocha fezu postupné ustaluje
na kone¢né hodnoté.
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Obrazek 2.16: Porovnani obsahu plochy jednotkové sféry v zavislosti na hustoté
kartézské sité m urceného nami pouzivanou metodou a presné hodnoty.

Hodnoté m = 20 odpovid4a stejnd hustota pokryti plochy fezu priseciky vy-
vijenych trajektorii, jaka je na Poincarého Tezech uvedenych v predchozi sekci.
Budeme ji proto volit i vzhledem k ¢asové narocnosti vypoctu pro dalsi vypocty.
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0 IC 1 1 1 1
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m

Obréazek 2.17: Obsah plochy fezu £ = 0, x = 0 s parametry A = 0,1, B = —0,8,
C = 0,25 urc¢eného numerickou metodou v zavislosti na na hustoté kartézské
sité m.

Nyni muzeme na prikladech ukazat opodstatnéni ptivodniho predpokladu, ze
podil obsahu chaotickych oblasti v celkové plose fezu F = konst., x = 0, ktery
ozna¢ime A(0), se blizi podilu chaotického objemu Vipaoticky V celé energetické
nadplose £/ = konst. s objemem Viejrovy. To 1ze vyjadiit jako

Vehaoticky f:(z/i A(z)S(z)dz
A = = ~ A(0), 2.9
(A=) Veelkovy f:%S(x)dx © (29)

kde veli¢iny A(z), S(x) uvazujeme jako funkce soufadnice x pri konstantnich hod-
notéch zbylych parametria £, A, B a C. Stfedni hodnotu (A(z)) pak ur¢ujeme pres
plochu S(x) fezu podél souradnice x, coz predstavuje podil chaotického objemu
ve zvolené energetické nadplose. U numerického vypoctu této stiedni hodnoty
prejdeme od integrélu k sumaci pres napocitané tezy.
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Priklad zavislosti poméru chaotické a celkové plochy A(z) fezu na souradnici x
je na obrazku [2.18] Velikost poruchy je volena C' = 0,25 a E = 0. Vidime, ze A
se vyrazné lisi priblizné az od |z| > 1,0. Podobnym zpusobem se od zbylych hod-
not 1isi i pramérny nenulovy LCE )\, jehoz priubéh v zavislosti na z je na obrazku
2.19 To je zptisobeno malym poctem vyvijenych trajektorii a néslednym nedosta-
tecnym pokrytim body fezu. Pocet vyvijenych trajektorii a pocet bodl na plose
fezu v zdvislosti na x jsou vykresleny na obrazcich a Vidime, Ze pravé
od |z| > 1,0 dochézi k prudkému poklesu napoéitanych trajektorii i bodu pro
pokryti plochy fezu chaotickou strukturou. Vypocty byly provedeny s hodnotami
parametrit A = 107° a [ = 400, které udavaji, kdy bude ukonéen vypocet LCE.
Od délky trajektorii se pak odviji mozny pocet bodl na plose fezu.
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< 050f
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0.40
0.35F \
0.30 ° ! | ! | ! L ! L I !
-1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

X

Obrazek 2.18: Podil chaotické plochy A fezu E = 0, x = konst. urcené prezento-
vanou numerickou metodou v zavislosti na hodnoté x. Je volena porucha C' = 0,25
s parametry hamiltonianu A = 0,1 a B = —0,8. Pro vypocet je volena kartézska
sit s hodnotou m = 20.Vypocty byly provedeny s hodnotami parametrtt A = 10°
a [ = 400.
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-1.25 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25
X

Obréazek 2.19: Primérny nenulovy Lyapunoviv exponent A v Tfezu E = 0,
x = konst. uréeny prezentovanou numerickou metodou v zavislosti na hodnoté
x. Je volena porucha C' = 0,25 s parametry hamiltonianu A = 0,1 a B = —0,8.
Pro vypocet je volena kartézska sit s hodnotou m = 20. Vypocty byly provedeny
s hodnotami parametric A = 107> a [ = 400.
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Obrézek 2.20: Pocet trajektorii vyvijenych pro pokryti plochy fezu E = 0,
x = konst. v zavislosti na x. Parametr m kartézské sité pouzité v metodé
byl volen m = 20. Je volena porucha C' = 0,25 s parametry hamiltonianu A = 0,1
a B=-0,8.
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Obrézek 2.21: Vysledny pocet bodi s vypocitanou hodnotou LCE na plose Tezu
E =0, x = konst. v zavislosti na x. Parametr m kartézské sité pouzité v metodé
byl volen m = 20. Je volena porucha C' = 0,25 s parametry hamiltonianu A = 0,1
a B = —0,8.Vypocty byly provedeny s hodnotami parametrit A = 107> a [ = 400.

Vidime, Ze pii malém poctu < 10° bodl na ploSe Fezu se vyrazné ztraci
presnost urceni odhadu A a A. v takovém pripadé je pak nutné provést vypocet
s vyssi hustotou mtize m, ¢imz zvysime rozliSovaci schopnost i pocet vyvijenych
trajektorii.

My se ted omezime na interval x € (—1,0;1,0), kde byl pocet bodi dostacujici.
na obrazku je znovu vykreslena zavislost A(x) na volbé fezu soutadnici x.
Uvedeny jsou pripady s poruchou C' = 0,25 a C' = 0,50. Vyznaceny jsou i stfedni
hodnoty (A¢(z)) uréené vystiedovanim pres x na daném intervalu pii zvolenych
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hodnotéch C'. Stfedni hodnota se od A(0) lisi jen v fadu procent podilu chaotické
plochy. Porovnani (Ac(z)) a A(0) jsme provedli i pro dalsi hodnoty poruchy
v intervalu C' € (0;0,75). Pro stfedni hodnotu pocitanou podle vztahu
na intervalu = € (—1,0;1,0) byl rozdil mensi nez 7% chaotického objemu, tedy

(Ac(z)) = A(0) £ 0,07. (2.10)

Rozdil byl vétsi (do 12% chaotického objemu), pokud byla stfedni hodnota po-
¢itana v puvodnich mezich z € <—\/§; \/§>7 coz je dané, jak uz bylo zminéno,
malym poctem bodu pri vypoctu.

Hodnotu A(0) tak budeme pouzivat jako odhad podilu (Ac(x)) chaotického
objemu v celé energetické nadplose s chybovym intervalem ve vztahu . Ta-
kova presnost je pro nase dalsi ucely dostacujici, jak ukédzeme v nasledujici sekci
numerickych vysledki. Budou nas zajimat zavislosti A a A na sile poruchy C
a hodnoté energie E.

Lyapunoviv exponent chaotickych oblasti budeme také brat jako primérny
Lyapunovuv exponent A(z = 0) fezu = 0, nebot i zde je jeho zavislost na =z
mald. Ukézka pro tfi hodnoty poruchy C' je na obrazku [2.23] Prubéh je porovnan
s hodnotou (A¢(x)). v tomto piipadé se vSak jednd jen o prumér napocitanych
hodnot \(x).

0.65 |

-@- C=0.25
=== {Ac=025)
-@- C=0.50

-—- {Ac=050)

< 0.60

0.55

0.50

Obrazek 2.22: Zavislost podilu chaotické plochy A fezu E = 0, x = konst. na volbé
souradnice z € (—1,0;1,0) . Zndzornény jsou dva pripady se silami poruchy C' =
0,25 a C' = 0,50 spoletné se stfednimi hodnotami (Ac(z)) urCenymi dle (2.9).
Parametry hamiltonianu jsou A = 0,1 a B = —0,8. Parametr m kartézské sité
pouzité v metodé byl volen m = 20.
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Obrazek 2.23: Graf napocitané hodnoty primérného nenulového Lyapunova expo-
nentu A fezu E = 0, z = konst. v zavislosti na volbé soutadnice = € (—1,0;1,0).
Uvedeny jsou tii pripady se silami poruchy C' = 0,25, C' = 0,50, C = 0,75
véetné priumérnych hodnot (A¢) z uvedenych bodi. Parametry hamiltonidnu jsou
A = 0,1 a B = —0,8 Parametr m kartézské sité pouzité v metodé byl volen
m = 20.

Hodnota Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti by méla byt podél sou-
radnice x v dané nadplose konstantni. Ve vsech uvazovanych pripadech byla od-
chylka numericky uréenych hodnot A(z) priblizné 3% priumérné hodnoty. Lyapu-
novilv exponent chaotickych oblasti dané energetické nadplochy proto budeme
odhadovat prumérnym Lyapunovovym expenentem A\(0) v fezu x = 0 s chybou

A = A(0) = 0,03A(0). (2.11)

Vysledna presnost nasi metody urceni podilu chaotické plochy fezu A je tak
dana dvéma zakladnimi faktory. Prvnim je hustota kartézské miize m, kterd
urcuje velikost krychli, které rozdéluji piivodni plochu fezu a ve kterych je apro-
ximovana mnohotihelniky. Od ni se pak odviji nejen presnost uic¢eni plochy fezu,
ale také hustota pokryti body. Druhym faktorem je presnost vypoctu Lyapuno-
vova exponentu (volba parametri A a [, integracni metody a rozliseni chaotickych
a regularnich trajektorii parametrem Xy egularni)-

Za presnost se vsak plati casovou narocnosti numerického vypoctu. Vypocet
A i X provadime soucasné. Pro predstavu, vypocet jednoho bodu v grafech zavis-
losti A trva na jednom jadre (procesor Intel i5-6200U CPU 2.30GH) priblizné
jednu az osm hodin. Zélezi na stabilité numerického vypoctu, ktera urcuje délku
integracniho kroku pro zachovani pozadované presnosti. Proto je vyhodné pri
pocitani chaoti¢nosti systému v zavislosti na jinych parametrech jako je energie
a sila poruchy vyuzit odhadu v podobé A(0) a A(0).

2.4.3 Numerické vysledky

V této sekci prezentujeme nékteré vysledky napocitané vyse uvedenou meto-
dou. Cilem bylo ziskat uréitou predstavu o zavislosti podilu chaotického objemu
v energetické nadplose a Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti na sile po-
ruchy C' a energii £. Obé tyto veli¢iny budeme odhadovat hodnotami A(z = 0)
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a A(z = 0). Uvedené vysledky jsou pro model s parametry

A=01 B=-08.

Zavislost chaoti¢nosti na sile poruchy

Chovani chaotic¢nosti systému s energii £ = 0 v zavislosti na sile poruchy je
zndzornéna na obrazcich a[2.25 Prvnim z nich je graf zavislosti podilu cha-
otické plochy A v fezu x = 0. Systém bez poruchu C' = 0 je nechaoticky A = 0.
S rostouci poruchou se podil chaotické plochy zvétsuje. Maxima nabyva kolem
C' = 0,25, kdy je chaotickych pfiblizné 70% z celé energetické nadplochy a pak
opét postupné klesd. Chovani se presné shoduje s Poincarého fezy (obr. Z mi-
nulé sekce. Chaoticnost zavisi pouze na velikosti sily poruchy a ne na znaménku
(naznaceno hodnotami kolem z = 0).

Na druhém obrazku je graf zavislosti prumérného nenulového Lyapunova ex-
ponentu A. Ten neni definovan pro plné regularni pripad C' = 0, kdy LCE vsech
trajektorii je nulovy x = 0. v grafu je proto tato hodnota y uvedena oddélené.
s rostouci poruchou roste i X\. Prvniho maxima vsak nabyva az kolem hodnoty
C = 0,8, tedy pri vyssi intenzité poruchy nez A.

Lyapunoviv exponent svou prevracenou hodnotou udava odhad casu, kdy se
zacne projevovat vzdalovani blizkych chaotickych trajektorii, tedy Lyapunoviv
cas. Podil chaotického objemu ve fazovém prostoru naopak udava miru trajek-
torii, které se projevuji chaoticky. Jejich odliSnou zavislost na parametru, ktery
chaoti¢nost zptisobuje, mizeme povazovat za zajimavou. Pti studiu kvantového
chaosu je chovani nékterych kvantovych indikatora chaoti¢nosti porovnavano, jak
uz bylo zminéno, pravé s chovanim Lyapunovova exponentu a podilu chaotického
objemu.
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Obrazek 2.24: Graf zavislosti podilu chaotické plochy A v fezu x = 0 na intenzité
poruchy C' pri konstantni energii £ = 0. Parametry hamiltonianu jsou A = 0,1
a B = —0,8. Body byly napoc¢itany uvedenou numerickou metodou s parametry
m = 20, A = 10°, [ = 400. Chybovy interval AA = 0,07 udava odhad podilu
chaotického objemu celé energetické nadroviny.
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Obrézek 2.25: Graf zavislosti Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti A v fezu
x = 0 na intenzité poruchy C' pri konstantni energii £ = 0. Uvedena chyba je
AN = 0,03\ dle . Uveden je i ¢isté regularni pripad pro C' = 0, kdy Lyapu-
novuv exponent vsech trajektorii je x = 0, a tedy A neni definovan. Parametry
hamiltonianu jsou A = 0,1 a B = —0,8. Body byly napocitany uvedenou nume-
rickou metodou s parametry m = 20, A = 10°, [ = 400.

Zavislost chaoti¢nosti na energii

Ukazeme zavislost chaoti¢nosti vibronového systému na energii, a to pro dvé
hodnoty poruchy C' = 0,25 a C' = 0,50. Uvedeny jsou na obréazcich [2.26]
a 228

Na prvnich dvou obrazcich jsou grafy zavislosti podilu chaotické plochy A
v fezu x = 0. Pro nizké energie je napocitany podil chaotickych oblasti nulovy.
na dané energetické nadplose se presto mohou vyskytovat trajektorie s nenulovym
Lyapunovovym exponentem, pripadné malé chaotické oblasti (jednotky procent
objemu) pod rozlisitelnosti pouzité metody. na vyssi energii je jiz patrnd pritom-
nost chaotickych oblasti s objemem mensim nez 10% objemu celkového. Chyba
odhadu podilu chaotického objemu celé energetické nadplochy je v tomto pripadé
vice nez 100%. Podstatnou informaci vsak je, Ze energetickd nadplocha jiz chao-
tické oblasti obsahuje. Kolem energii £ = —0,2 a £ = —0,1 dochézi k prudkému
narastu podilu chaotického objemu s maximem kolem E = 0,1, kdy je objem
z vice nez 90% chaoticky. Pak nasleduje pokles a systém se zdd byt pii maximalni
energii opét reguldrni. Znovu mizeme srovnat s Poincarého fezy na obrazku [2.8]
na kterych vidime stejny pribéh chovani.
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Obrazek 2.26: Graf zavislosti podilu chaotické plochy A v fezu x = 0 na energii
E. Uvazovana intenzita vnejsi poruchy je C' = 0,25. Parametry hamiltonidnu jsou
A=0,1a B=-0_8. Jedna se o cely interval energie, na které ma dany hamil-
tonian reseni. Body byly napocitany uvedenou numerickou metodou s parametry
m = 20, A = 10°, | = 400. Chybovy interval AA = 0,07 udévd odhad podilu
chaotického objemu celé energetické nadroviny.
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Obrézek 2.27: Graf zavislosti podilu chaotické plochy A v fezu z = 0 na energii
E. Uvazovand intenzita vnéjsi poruchy je C' = 0,50. Parametry hamiltonianu jsou
A=0,1a B=-0,8. Jedna se o cely interval energie, na které ma dany hamil-
tonian reseni. Body byly napocitany uvedenou numerickou metodou s parametry
m = 20, A = 10°, [ = 400. Chybovy interval AA = 0,07 udava odhad podilu
chaotického objemu celé energetické nadroviny.

Tretim obrazkem je graf zavislosti Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti
A na energii. Opét jsou vyznaceny i body, které odpovidaji regularnim piipadim,
kdy veskeré vyvijené trajektorie mély nulovy LCE y = 0 a A neni definovany.
Vidime tak, Ze na nizkych energiich nebyla urcéena zadna chaotickd trajektorie.
Nasledné hodnoty A\ vyrazné osciluji. To je zpusobeno nizkym poctem chaotic-
kych trajektorii. Od néj se odviji i nizkd presnost urceni exponentu (viz diskuze
zavislosti poc¢tu bod na pfesnosti v minulé sekci - obr. a . Vliv poctu
bodt neni zahrnut v chybé A\. na tomto intervalu tak jen vime, ze Lyapunovav
exponent chaotickych oblasti lezi v intervalu A € (0,02;0,08). Pro presnéjsi odhad
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by bylo nutné zopakovat vypocet s vétsi hustotou kartézské sité m.

Déle vidime prudky narist hodnoty exponentu, ktery je diky vyssimu poctu
bodu v pokryti plochy fezu urcen s vyssi presnosti. na maximalni energii se systém
opét zda byt regularnim.
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Obrazek 2.28: Graf zavislosti Lyapunovova exponentu chaotickych oblasti A v fezu
x = 0 na energii F pro dvé hodnoty poruchy C' = 0,25 a C' = 0,50. Uvedena chyba
je AN = 0,03 dle . Uvedeny jsou i oblasti, kde veskeré napocitané trajek-
torie byly reguldrni s hodnotou LCE x = 0. v takovém pripadé neni A definovan.
Parametry hamiltonianu jsou A = 0,1 a B = —0,8. Body byly napocitany uvede-
nou numerickou metodou s parametry m = 20, A = 10°, [ = 400.
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Z.aver

Cilem této prace bylo studovat klasicky chaos v jednoduchém modelu moleku-
lovych vibraci. Algebraicky model vibraci, prezentovany Iachellem a Ossem, ktery
byl ziskédn vyuzitim dynamickych symetrii z prvka algebry u(3), jsme nejprve do-
plnili o interakéni ¢len s vnéjsim polem. Takovy systém jiz vykazuje chaotické
chovani. Provedenim klasické limity jsme ziskali hamiltonovsky systém s omeze-
nym ¢tyfrozmérnym fazovym prostorem, na kterém jiz je mozné studovat projevy
klasického chaosu.

Néasledné jsme prezentovali numerickou metodu na vypocet Lyapunovova ex-
ponentu, ktery udava miru citlivosti na zménu pocatecnich podminek. Blize jsme
se vénovali strukture fazového prostoru a jeho feziim podél zvolenych souradnic.
Zajimal nas tvar fezl dany nejen piivodnimi parametry hamiltonidnu, ale také
jeho zavislost na energii a sile poruchy. Tyto parametry jsou totiz odpovédné za
pritomnost chaosu a podobu chaotickych a regularnich oblasti na fazovém pro-
storu, jak bylo ukazano na provedenych Poincarého fezech.

Na zékladé chovani chaotické struktury pozorované na Poincarého fezech jsme
navrhli predpoklad tykajici se podilu chaotického objemu dané energetické nad-
plochy. Ten by mél priblizné odpovidat podilu chaotické plochy na vhodné zvole-
ném fezu. Volili jsme fez x = 0 a na zédkladé tohoto predpokladu jsme vybudovali
aproximativni metodu na urceni podilu chaotické plochy obecného fezu. Nasledné
jsme ovérili, ze tento predpoklad je splnén pro ziskani dostatecné presného od-
hadu chovani zavislosti chaoti¢nosti dané nadplochy na sile poruchy C' a energii E.
Zvolenym predpokladem jsme vyrazné snizili ¢asovou narocnost vypoctu.

Na zavér jsme prezentovali ukdzky numerickych vysledk. Ukézali jsme, ze
chaoticnost systému nejprve prudce roste se zvysujici se silou interakce C, avsak
pro velkd C se tento trend obraci. Podobny pribéh ma i zavislost chaoti¢nosti
na energii. V této podobé, kdy je jasné patrné chovani Lyapunovova exponentu
chaotickych oblasti A a podilu chaotického objemu A, respektive zména chaotic-
nosti zptisobena zménou zvolenych parametrii, je dokdzeme srovnat s pripadnymi
vysledky studia kvantového chaosu. Podstatné je, ze vysledky ve stejné formé
jsme s pozadovanou presnosti schopni pomoci vypracovanych numerickych me-
tod napocitat i pro libovolnou sadu parametru, ktera se mize ukazat zajimavou
v kvantovém modelu.
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