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ABSTRAKT

V tejto préaci sa zaoberame polovo-teoretickym modelom plne rozvinutej turbu-
lencie stlacitelnej tekutiny, popisanej stochastickou Navierovou-Stokesovou rovnicou.
Budeme uvazovat ndhodni silu s koneénym korelaénym ¢asom, tzv. farebny Sum, ¢o
z fyzikalneho hladiska vedie na realistickejsi model. Tato volba méa vSak za nésle-
dok narusenie Galileovskej invariantnosti. Nadvézujeme tak na pracu [1], v ktorej bol
rozobrany podobny model v nestlac¢itelnom pripade.

Venujeme sa formulacii polového modelu pre dalSie rieSenie poruchovou teériou
renormalizacnej grupy. Po¢itame explicitny tvar propagatorov a interakénych vrcholov
vo frekven¢no-hybnostnej reprezentacii, robime tiez rozmerovt analyzu navrhnutého

acinku.

[1] N.V. Antonov, N.M. Gulitskiy, M.M. Kostenko and A. V. Malyshev, Physical
Review E, 97, 033101, (2018).
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UVOD

V stadiu plne rozvinutej turbulencie, ako aj vSeobecne v teoretickej fyzike, st jednym z
taziskovych principov symetrie. Navierova-Stokesova (NS) rovnica sa vyznacuje hned
niekol’kymi ako invariancia na: translacie v ¢ase a priestore, Galileovské transformé-
cie, priestorové rotacie. So zvySujucim sa Reynoldsovym ¢islom (Re) systém postupne
podstupuje spontanne narusenie jednotlivych translaénych a rota¢nych symetrii. Na
druhej strane, z fenomenologie vyplyva, Ze pri velmi vysokych Re vznik4 tendencia
obnovit spomenuté symetrie v Statistickom zmysle. Takéto pridenie, spravidla pri
Re » 1, nazyvame plne rozvinutou turbulenciou, ktora sa javi ako homogénna a izot-
ropnd (pre hlbsiu diskusiu vid [7]). Existuje viacero fenomenologickych teérii popisuju-
cich turbulenciu [3][4][5][6]. Napriek ich vyznamu sa vSak ukazuje, Ze tieto neponikaji
vzdy dostatocne presné vysledky. Ich predikcie je teda nutné overovat analytickym pri-
stupom. Jednym z nich je aj polovo-teoretické renormalizaéna grupa (RG) (vid napr.
[LO][X11).

Pre modelovanie plne rozvinutej turbulencie sa zvykne pouzivat stochasticka NS
rovnica s ndhodnou vonkajsSou silou vyhovujicou Gaussovmu rozdeleniu. Vo vécsine
prac je tato volena ako biely Sum, t.j. delta-korelovana v ¢ase. Volba bieleho $umu to-
tiz zachovava celkovi symetriu vzhladom na Galileovské transformécie. V tejto praci
ju vsak vopred neuvazujeme a pracujeme s farebnym Sumom. Sila, pri ktorej pripuas-
tame konecné korelacie v Case, je nakoniec aj realistickejsim fyzikadlnym modelom.
Kone¢nym cielom takychto tvah je preskimat zaujimavé a fyzikalne relevantné pri-
pady, ktoré dana volba korela¢nych funkcii pripusta a tiez zistit, ¢i je Galileovska
invariancia v Statistickom zmysle obnovena pre meratelné veli¢iny.

V tejto préaci sa venujeme vypracovaniu polového modelu pre dalSie rieSenie me-
todou poruchovej RG. Praca mé nasledovni Struktiru. V kapitole 1 sa venujeme
popisu stochastického modelu pre pripad viskéznej stlacitelnej tekutiny. Zavadzame
tiez konkrétny tvar korelacnej funkcie pre ndhodnu silu. V kapitole 2 nasledne formu-
lujeme polovo-teoreticky model a elementy korespondujicej diagramatickej techniky.
V kapitole 3 sa venujeme rozmerovej analyze polového modelu, uvadzame prehlad
kanonickych dimenzii poli a parametrov jeho Gc¢inku. V kapitole 4 uvadzame vypocet

matice propagatorov.



1 Teoreticky model

V tejto casti sa budeme zaoberat vSeobecnym popisom problému plne rozvinutej tur-
bulencie. Moznym pristupom je $tudium Navierovej-Stokesovej rovnice pre stlacitel nt

viskoznu tekutinu s ndhodnou vonkajsou silou [6][8]:

Vi = vo(60” — 90 ) vk + uorodidkvr, — dip/p + fi, (1)
kde diferencidlny operator na pravej strane rovnice

Vi = 0y + v0%, (2)

je tzv. konvektivna derivacia, v; je rychlostné pole, p je hustota, p tlak. Nielen v;, ale
aj p a p su polia, ktoré su funkénymi zavislostami polohy v priestore a case x = (¢, x),
kde t je ¢asova premennd a = (x1, s, ..., x4), pricom d je dimenzia priestoru. Dalej
Oy = 0/0t, 0; = 0/0x; a 0? = 0;0; up = o/ o je kladny bezrozmerny parameter. Fyzi-
kalne konstanty vy a p predstavuju koeficienty molekularnej viskozity [8], f; = fi(x)
je hustota vonkajsej sily na jednotku hmotnosti. Pouzivame skrateny zapis, v kto-
rom explicitne nezvyraziujeme sumaéaciu cez opakujici sa index. Takuto konvenciu
pouzivame v celej praci. V rovnici sme tiez oddelili prie¢ne a pozdlzne kompo-
nenty diftiizneho operatora. Okrem Navier-Stokesovej rovnice st vSak eSte potrebné

dva dalsie vztahy na uzavretie teoretického opisu. To st rovnica kontinuity:

Owp + Oi(pvi) =0 (3)
a stavova rovnica p = p(p), ktort volime nasledovne [2]:

5p = caép, (4)

kde parameter ¢y je adiabatickd rychlost zvuku. Stavova rovnica prepaja fluktu-
acie hustoty p a tlaku p. Pouzitim uvedenych vztahov a predpokladu, Ze fluktuécie
vo viskoznych ¢lenoch mozeme zanedbat [9](nutné pre renormalizovatelnost polovej
teorie), je mozné problém sformulovat ako systém dvoch previazanych stochastickych

diferencialnych rovnic [2]:

Vtvl- = Vo(éik82—8iak)vk+,u08,-8kvk —8z-qb+fi, (5)
Vip = —Cgai% (6)



kde ¢ = ¢(z) je skalarne pole spojené s fluktuaciami hustoty vztahom ¢ = ¢ 1In(p/p),
pricom p je stredna hodnota p.

Ako sme uz spominali, stochasticky pristup modeluje turbulenciu nahodnou silou,
predstavujicou vklad energie z vonkajsej skaly L. Na zaklade ocakivania univerzal-
neho spravania sa, predpokladame, Ze relevantné fyzikalne veli¢iny nebudu zavisiet od
presného mechanizmu dopovania energie. Na zaklade technickej vyhodnosti sa potom
predpokladéa, Ze ndhodna sila je Gaussovského charakteru. Pritom jej stredna hodnota
je nulova a tvar korelacnej funckie plynie z fyzikalnych avah [10]. Korela¢nt funkciu

mozno predstavit vo frekvencéno-hybnostnej reprezentacii v tvare [6]:
(filw k) fi(w', k) = 6(w +w') 0k + k) Dy(w, k). (7)

Delta funkcie v predpise (7)) zaruc¢uju invarianciu vzhladom na priestorové a ¢asové
translacie. Ak navySe pozadujeme Galileovskd invarianciu modelu, samotné funkcia
Dy(w, k) musi byt delta-korelovana v ase (tzv. biely sum) [I3]. Cize korelator D
by sa stal nezavislym od w. Nasim cielom v tejto praci je uvazovat model s naruse-
nou Galileovskou invarianciou, teda pracovat s farebnym Sumom. V takom pripade
korelacény ¢as moze byt nenulovy a nemusi byt maly. Z fyzikalneho hladiska je takyto
model realistickejsi. Naskyta sa prirodzene otazka, ¢i bude spominana symetria v Sta-
tistickom zmysle obnovena pre relevantné veli¢iny. Volime teda korelacnt funkciu s

nédhodnou silou f; vo forme:

ddk g ik-(x—a')—iw(t—t'
ilt.a) f (1 ) / /k Dy (k) e ist=), ®)
>m

pricom argument definujeme ako:
E8—d—(y+2n)

w? + vwikA—2n

Dij(k,w) = giovgw?

{20+ 0000}, 0

kde P;;(k) = 0i;—kik;/k?* a Q;;(k) = k;k;/k? st priecne a pozdlzne projektory, k = |k,
a je volny parameter (spojeny so stla¢itelnostou), gig je vizbova konstanta. Parameter
m, spojeny s vonkajsou skalou L vztahom m ~ L~!, odpoveda IR regularizacii. Treba
podotkniit, Ze jeho konkrétny tvar nemé vplyv na univerzalne veli¢iny typu Skalovacich
indexov. Zaviedli sme tiez novy parameter wy. Tento tvar priamo nadvézuje na model
v praci [I], ktory rozsirujeme o stlacitelnost. Korelator (9) obsahuje dva nezavislé
skalovacie exponenty: y a n, ktoré spolu s parametrom ¢ = 4 — d plnia tlohu malych

rozvojovych parametrov. Fyzikalne relevantné st dva Specialne pripady: wg — 0, ktory

6



odpovedé nahodnej sile nezavislej od ¢asu, resp. wy — oo, odpovedajici modelu s

nulovym korela¢nym casom.



2 Polovo-teoreticky model

Stochasticky problém popisany v kapitole 1, konkrétne vztahmi @@D je podla
[10][1T] ekvivalentny polovému modelu s dvojnasobnym poctom poli ® = {v;, v}, ¢, ¢’}
a tzv. De Dominicisovym-Janssenovym tu¢inkom. V naSom pripade v tvare [2]:

Ty o

v; D;)

Sv(q)) = 5 J + ’U; |:—Vt’l)i + 1/0((51-]02 — &@)Uj + Uol/o@iaj?]j — 8@
+ gb’[—Vtcb + Uol/oa2¢ — cg(&-vi)], (10)

kde ﬁij je korela¢na funkcia @) Vo vztahu vystupuje aj novy bezrozmerny para-
meter vy, potrebny na zabezpecenie renormalizovatel nosti teoérie. PouZivame skrateny
zapis, kde integraciu cez priestorové premenné x a c¢as t implicitne predpokladéme,
t.j.:

voo = [at [alss@asle) (1)

iD= /dt/ddx/ddx’vi(t,a:)Dik(a: —xu(t, x').

Z rozmerovej analyzy (vid kapitola 3) je zrejmé, Ze pre d = 4 vznika divergencia v
Greenovskej funkcii <v;v;> Teda na zabezpecenie renormalizovatelnosti modelu pre
d = 4 je nutné, po vzore [2], nahradit funkciu 51-]-(14;, w) v funkciou:

E8—d—(y+2n)

D;j(k,w) = giovgwy {Hj(k) + aQij(k)}+g2ng5ij- (12)

w? + v3wgkA—2n
Pridany ¢len na pravej strane rovnice obsahujici nova viazbovi konstantu g9 absor-
buje divergentnt ast (vjv}).

Zmysel pol ovo-teoretickej formulécie je, Ze korelacné funkcie pévodného stochastic-
kého problému sa daju vyjadrit ako funkcionalne stredné hodnoty s vahou exp S, (®), a
je teda mozné ich stotoznit s Greenovskymi funkciami polového modelu [10][11]. Takto
zostaveny model je vhodny pre vyuzite Feynmanovej diagramatickej techniky
[T0][11]. Ciary v diagramoch reprezentuji propagatory (®®), volnej tedrie, t.j. kvad-
ratickej casti ucinku . Jeho nelinearna ¢ast zase urcuje interakéné vrcholy (ver-
texy), v nasom pripade dva a to: —v}(v;0;)vg, a —¢'(v;0;)¢. Vo frekvenéno-hybnostne;j

reprezentacii majua propagatory a interakéné vrcholy nasledovny tvar:



(90)o

(vig)o
(' ¢)o

_— 1 €
(vjv), = Pij(k)a + Qij(k)é,

P;(k) ! i + gaoly
ij 14
6?2 | w? + viwiki-2 g20%0
ad{ 5| €32
Qij(k) w2+ugwgk4—277 + G20V E )
.2
gk
<U‘;¢>O - R )
ik;
<¢lvi>0 = _27
R
(o), ==
0 R’
41.2 f
cok ady 3
[RP |+ gkt 900
2 f
_icgesk; ady 3
<¢Ui>0 - |R|2 w2 + nggk4_2n + 920 | >
(vi¢')o = (vjvj)o =0, (13)

kde symbol Z oznacuje komplexne zdruzenie vyrazu z. Pre skratenie zapisu sme pouzili

oznacenia

€1 = —iw + k2, €9 = —iw + ugpk?,

€5 = —iw + vorok?, R = eze3 + cok? (14)
a

d{ = gloyg’wng—d_y_Qn. (15)



Obr. 1: Grafické znazornenie interakénych vrcholov a ich tvar vo frekvenéno-

hybnostnej reprezentacii.

--- ¢
Obr. 2: Grafické znazornenie propagatorov.

3 Kanonické dimenzie

Dynamické modely, akym je aj nami Studovany model , vykazuji vo vSeobec-
nosti dve nezavislé gkaly [10][12]: ¢asovii T a dlzkovii L. Potom kanonické dimenzia
Tubovolnej veli¢iny F' (¢ uz pola alebo parametra) je popisanid dvomi dimenziami:

frekven¢nou d% a hybnostnou d%. Tie st zvy¢ajne normalizované podla nasledovného

predpisu:

dy = —dy =1, P =dy =0,

d = —d¥ =1, d* =dF =0, (16)
resp.,

[F] ~ [T) L] % (17)

Dimenzie vSetkych veli¢in je potom mozné ziskat pozadovanim splnenia podmienky,

ze kazdy ¢len ac¢inku musi byt bezrozmerny nezavisle, v oboch typoch dimenzie. Z

10



Tabulka 1: Kanonické dimenzie poli a parametrov.

F Ui (7 ¢' ¢ |m | vo | co | gio| G20 | o, Vo, @ | Wo
dild+1] =1|d+2]|-2|1|=2|-1] y | ¢ 0 n
dyp | —1 1 —2 2 101 1 0] 0 0 0
dp |d—1| 1 |d—2| 2 | 1| 0 1 Y € 0 n

ucinku je zrejmé, ze 0, o< 02, preto celkova kanonickd dimenzia je uréena ako
dp = d¥% + 2d%. Kanonické dimenzie modelu uvadzame v tabulke
Celkova kanonickd dimenzia Iubovolnej 1-ireducibilnej Greenovskej funkcie I' =

(®...D); ;. je potom vyjadrena ako
or=d+2—)  Nads, (18)
@

kde dg je kanonicka dimenzia daného pola ® a Ng je pocet poli daného typu vstupu-
jucich do I" pri¢om je nutné presumovat cez vSetky typy poli [10][11][12]. Greenovské
funkcie s nezdpornou dr obsahuju UV divergencie, ktoré je nutné dalej riesit metodou

poruchovej renormalizacnej grupy.
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4 Vypocet matice propagatorov

Propagéatory vieme ziskat z ucinku polovej tedrie . Jeho kvadraticka cast, t.j.
bilinearnu vzhladom na polia, je mozné prepisat do tvaru:

1
So = —ESOK% (19)

kde

¢/

¢

Kedze uc¢inok musi byt skaldrna veli¢ina, je zrejmé Ze prvky matice K buda mat

tenzorovu Struktiru:
Tim Tim Vi 'V
Tim Tjm V; 'V

Vo Vi S S

Vi Vi S S

kde T}, je vSeobecny tenzor 2. radu, V; je vektorova veli¢ina a S je skalar. Zo vztahu

(19) sa dopracujeme k explicitnému tvaru K matice vo Fourierovej reprezentécii:

A-ij + BQjm 6l-lem + €2Qjm 0 Z]{Z]
K = , (22)
0 ik 0 €3

kde €1, €9, €3 st definované v . Hladdme maticu propagatorov A, teda Greenovské

funkcie volnej teorie. Preto z definicie musi byt splnena nasledovné rovnost:
AK =4, (23)

12



resp. v zlozkovom tvare:
AmZKZ] = 5mj7 (24)

kde 0,,,; predstavuje Diracovu delta funkciu. Vzhladom na tvar K je teda Struktira A

a 0 nasledovna:

Ti; Ti; Vi Vi 0m 0 0 0
Ti; T; Vi Vi 0 dm 0 O
A= . 6= (25)
Vi, V; S S 0 0 1 0
Vi, V; S S 0 0 01

Vo vztahoch je pre prvky s dvojindexovou Strukturou vhodné pouzit rozklad na

prie¢nu a pozdlznu zlozku:
Tij = a P +b Qi (26)

kde a, b su skalare. Takym spdsobom a néslednym vyuzitim vztahu sa dopracu-
jeme k tplnej stustave linearnych rovnic o 20 nezndmych, a ich rieSenim k explicitnému

tvaru matice propagéatorov A, ktorej prvky st uvedené v (13).
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Zaver

V tejto praci sme vypracovali polovo-teoreticky model plne rozvinutej trubulencie
stlacitelnej viskoznej tekutiny. Ako jeho zaklad sme pouzili stochasticku Navierovu-
Stokesovu rovnicu s farebnym Sumom, teda s néhodnou silou s Tubovolnym kore-
laénym ¢asom. Takito volba je z fyzikdlneho hladiska realistickejsia, avSak mé za
nasledok narusenie Galileovskej invariancie. Nami navrhnuty tuc¢inok sme dalej ana-
lyzovali. Spocitali sme explicitny tvar propagatorov volnej teorie vo Fourierovej re-
prezentacii a tiez tvar interakénych vrcholov pre dalsie vyuzitie v rdmci Feynmanove;j
diagramatickej techniky. Urobili sme rozmerovii analyzu navrhnutého tucinku, ktora
nam umoziuje spocitat celkovii kanonickt dimenziu I'ubovolnej Greenovskej funkcie,
a teda zistit stupen divergencie jednotlivych diagramov. Model je tak pripraveny na

dal8ie rieSenie metodou poruchovej renormalizacnej grupy.
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