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Abstrakt

Cie©om tejto práce je preskúmanie termodynamických a magne-

tokalorických vlastností geometricky frustrovaného spinového sys-

tému de�novaného na mrieºke v tvare Dávidovej hviezdy. Takýto

nanoklaster modelujeme modelom Isingovho antiferomagnetu a mo-

delom feromagnetického spinového ©adu, pouºitím exaktnej enu-

merácie. Zamerali sme sa na závislos´ entropie a magnetizácie od

aplikovaného vonkaj²ieho po©a a vplyvu interakcií druhých suse-

dov ako v základnom stave, tak aj pri kone£ných teplotách. V

základnom stave obe veli£iny vykazujú skokový charakter s via-

cerými plató. Zatia© £o vý²ka magnetiza£ného plató má vºdy ras-

túci charakter, hustota entropie, kontraintuitívne, nie je nutne ne-

rastúcou funkciou po©a. Pri kone£ných teplotách sme sa zamerali

hlavne na skúmanie magnetokalorických vlastností v priestore pa-

rametrov skúmaním izotermálnych zmien entropie a adiabatických

zmien teploty, ako ukazovate©ov miery magnetokalorického javu. U

obidvoch systémov bolo zistené, ºe tieto parametre vykazujú vý-

znamné hodnoty hlavne v oblasti nízkych polí a nízkych teplôt, £o

má potenciál pre vyuºitie pre magnetické chladenie do extrémne

nízkych teplôt.



Abstract

In this thesis is presented study of thermodynamic and magne-

tocaloric properties of geometrically frustrated spin system de�ned

on a lattice shaped as the star of David. Mentioned nanocluster is

modeled by antiferromagnetic Ising model and ferromagnetic Spin

Ice model using exact enumeration. Focus of this study is behaviour

of the entropy and the magnetization in both the ground state and

at �nite temperatures. The presence of further-neighbor interacti-

ons and an applied external �eld was taken into consideration. In

ground state both quantities show step-wise variations with mul-

tiple plateaux. While the character of the magnetization plateau

heights is always increasing, the density of entropy is not neces-

sarily decreasing function of the �eld, as one would expect. The

isothermal changes of entropy and the adiabatic changes of tem-

perature were observed at �nite temperatures, in order to analyze

magnetocaloric properties in the parameter space. Both systems

showed interesting values at region of low temperatures and low

�elds, suggesting its use as magnetic refrigerants.
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1

Úvod

Geometricky frustrované spinové systémy sú predmetom záujmu teoretických aj

experimentálnych fyzikov, o £om sved£í mnoºstvo publikovaných prác na túto tému.

Napriek tomu, ºe bol tento pojem prvýkrát pouºitý v roku 1977, [1] frustrácia bola

skúmaná uº predtým. [2] Frustrované systémy sú zaujímavé hlavne kvôli moºnosti ich

pouºitia na chladenie pomocou magnetokalorického javu. Dokonca sa ukazuje, ºe pri

pouºití takýchto materiálov je adiabatická zmena teploty spôsobená zmenou mag-

netického po©a ove©a vä£²ia oproti nefrustrovaným systémom. [3] Isingov model na

dvojrozmernej kagome mrieºke s antiferomagnetickými interakciami je dobrým prí-

kladom frustrovaného systému s dlhou históriou skúmania. [4,5] Kagome je japonské

slovo popisujúce pletené bambusové ko²íky, ktorých výplet pozostával z mrieºky, kto-

rej základná bunka je Dávidova hviezda. Pouºitie slova navrhol japonský fyzik Kôdi

Husimi a prvýkrát sa objavilo v £lánku jeho asistenta Ichir	o Sh	oji. [6] V roku 1951 I.

Syôzi aplikovaním transformácie trojuholník-hviezda odvodil parti£nú funkciu z hone-

ycomb mrieºky. [7] Týmto spôsobom bolo moºné odhadnú´ vlastnosti kagome mrieºky.

O tomto vysoko degenerovanom systéme je známe, ºe si zachováva vysokú hodnotu

hustoty entropie 0,502 aj pri nízkych teplotách a je povaºovaný za najviac geometricky

frustrovaný dvojrozmerný systém. [8]

Mnoho rokov sa verilo, ºe geometrická frustrácia je limitovaná iba na antiferomag-

nety, no objav kubických pyrochlórových oxidov z rodinyA2B2O7, napr.Ho2Ti2O7
[9�12],

je dôkaz, ºe to tak nie je. V systéme zaloºenom na pyrochlórovej mrieºke, ktorý na-

²li Harris a jeho spolupracovníci, je mnoho degenerovaných základných stavov. Tie

sú dôsledkom isingovskej anizotropie a feromagnetických interakcií medzi najbliº²ími

susedmi. V Ho2Ti2O7 to vedie k neexistencii ¤aleko-dosahového usporiadania potvr-

deného aº po teploty okolo 0,05 K. [9] Spomínané objavy kladú do pozornosti vedcov

model spinového ©adu, ktorým moºno popísa´ správanie systémov so spomínanou isin-

govskou anizotropiou. Podobne ako pri antiferomagnete na Isingovej kagome mrieºke,

má aj tento model v základnom stave ve©ké mnoºstvo degenerovaných stavov. Ná-
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zov modelu súvisí s degeneráciou, ktorá je podobná tej vo vodnom ©ade. [13] Model

zostáva degenerovaný dokonca aj pri teplote T = 0. Napriek unikátnym vlastnostiam

pyrochlórového spinového ©adu, stále toho vieme málo o dvojrozmerných ©adových

modeloch, resp. o frustrovaných 2D feromagnetoch vo v²eobecnosti.

Nedávne výskumy nazna£ujú, ºe systémy pozostávajúce z malého mnoºstva spi-

nov by mohli napriek svojej jednoduchosti prejavova´ zaujímavé magnetické vlast-

nosti. [14�17] Degenerácia základného stavu v nulovom poli je v prípade kone£ných

spinových systémov de�novaných na rôznych mrieºkach výrazne závislá na ve©kosti

a okrajových podmienkach systému. [18,19] Spinové systémy, v ktorých si konkurovali

vplyvy spinovej frustrácie, antiferomagnetickej interakcie a magnetického po©a boli

skúmané Viitalom a jeho spolupracovníkmi pre rôzne spinové klastre. [20,21] Exaktnou

metódou boli skúmané magnetické a magnetokalorické vlastnosti rôznych klastrov

zloºených z trojuholníkov. [22,23] Taktieº boli ²tudované niektoré pravidelné mnoho-

steny. [24] Navy²e pre takéto systémy moºno vyuºi´ metódu exaktného výpo£tu a overi´

takýmto spôsobom fyzikálnu teóriu bez vplyvov rôznych aproximácií. V termodyna-

mickej limite moºno získa´ entropiu základného stavu zvä£²ovaním ve©kosti klastra

len v prípade, ºe uvaºované okrajové podmienky ur£ujú najvä£²iu moºnú degenerá-

ciu, inak entropia vymizne. [19,25,26]

V tejto práci sme sa zamerali na ²túdium vlastností magnetického nanoklastra v

tvare Dávidovej hviezdy, ktorá je jednotkovou bunkou kagome mrieºky. Skúmame

model Isingovho antiferomagnetu a model spinového ©adu, pri£om sa zameriavame

na ich magnetické a magnetokalorické vlastnosti pri aplikovaní vonkaj²ieho po©a a

za prítomnosti interakcií s druhými susedmi. Uvaºujeme základný stav ako aj vplyv

kone£ných teplôt. Systémy skúmame metódami exaktného výpo£tu, v¤aka £omu sa v

záveroch neprejaví dodato£ná chyba metódy, ktorou by boli za´aºené výsledky rôznych

pribliºných metód.
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2

Modely

2.1 Isingov model

Isingov model (IM), pomenovaný na po£es´ fyzika Ernesta Isinga, je matematický

model vyuºívaný v ²tatistickej mechanike pri ²túdiu feromagnetizmu. Umoº¬uje skú-

manie fázových prechodov, pri ktorých malá zmena parametra, ako napríklad tlak

alebo teplota, vyvolá kvalitatívnu, makroskopickú zmenu systému. S fázovými pre-

chodmi sa môºeme stretnú´ aj v kaºdodennom ºivote, napríklad v podobe zmeny

skupenstva rôznych látok, súvisiace s dodaním, £i odobratím tepla. Pre nás sú v²ak

zaujímavej²ie prípady magnetických systémov. Aj napriek usilovnému ²túdiu, nie je

fyzika fázových prechodov úplne pochopená. IM je vhodným nástrojom v snahe vy-

svetli´ ¤aleko-dosahové správanie a potenciál fázových prechodov pomocou interakcií

krátkeho dosahu. Aplikácie IM moºno nájs´ aj mimo fyziku, napríklad v biológii, £i

chémii, kde moºno aplikova´ princíp ve©kého mnoºstva navzájom interagujúcich £lenov

systému.

Pri de�novaní IM si musíme zvoli´ mrieºku. Daný uzol mrieºky ozna£me indexom

i. �alej uvaºujme, ºe v uzloch sa nachádzajú atómy so spinom σi. Rozmery £astíc,

ktoré sú nosite©mi spinu, budeme zanedbáva´ vzh©adom vo£i ostatným vzdialenostiam.

Model so spinom s pozostáva z diskrétnych premenných σi, ktoré môºu nadobúda´

2s+ 1 rôznych hodnôt {−s,−s+ 1,...,s}.

Kon�guráciu takého spinového systému potom moºno jednozna£ne ur£i´ vektorom

~σ = (σ1, σ2, ..., σN), (2.1)

kde N je po£et uzlov mrieºky. Z toho môºeme triviálne kon²tatova´, ºe systém nado-

búda (2s+ 1)N rôznych kon�gurácií.
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Hamiltonián, ktorý je základnou funkciou IM, má v prípade uvaºovania interakcií

medzi najbliº²ími a druhými najbliº²ími susedmi na mrieºke tvar

H = −J1
∑
〈i,j〉

σiσj − J2
∑
〈〈i,j〉〉

σiσj − h
∑
i

σi (2.2)

kde 〈i, j〉 predstavuje sumáciu cez najbliº²ích susedov a 〈〈i, j〉〉 zodpovedá sumácii

cez druhých najbliº²ích susedov. Parametre J1 a J2 sú koe�cienty párovej výmennej

interakcie medzi spinmi σi a σj.

Uvaºujme spiny σi a σj. Nech interakcia medzi nimi je popísaná parametrom J1

(analogicky pre J2). Pre J1 > 0 je prvý £len výrazu (2.2) minimálny, ak σi = σj = s.

Inak povedané, spiny sú orientované súhlasne. Takýto typ interakcie nazývame fero-

magnetickou. Na druhú stranu pre J1 < 0 spiny sa usporiadajú antiparalelne a výraz

je minimálny, ak sa σi = −σj = s. Tento typ interakcie sa nazývame antiferomagnetic-

kou interakciou. V poslednom prípade je J1 = 0 a spiny v jednotlivých uzloch mrieºky

spolu neinteragujú. Pre niektoré mrieºky existuje viac kon�gurácií, ktoré majú zhodnú

hodnotu energie. Tieto stavy nazývame degenerované stavy.

�len −h
∑

i si, tzv. Zeemanov £len, predstavuje príspevok k energii systému v dô-

sledku pôsobenia vonkaj²ieho magnetického po©a popísaného parametrom h. V mag-

netickom poli sa snaºia spiny nato£i´ do smeru po©a, £o vidno zo samotného výrazu

(2.2). Pre h < 0 je Zeemanov £len minimálny, ak v²etky spiny majú hodnotu σi = −s
pre i = 1, 2, ..., N . Pre h > 0 je energeticky výhodné, ak majú spiny opa£né znamienko

(σi = −s). Pre h = 0, samozrejme, Zeemanov £len vymizne. Celkovú magnetizáciu

de�nujeme nasledujúcim vz´ahom:

M =
N∑
i=1

σi (2.3)

Pravdepodobnos´ toho, ºe systém sa nachádza v kon�gurácii popísanej vektorom ~σ

je daná Boltzmanovou distribúciou s inverznou teplotou β ≥ 0 popísanou výrazom:

Pβ(~σ) =
e−βH(~σ)

Zβ
, (2.4)

kde β = (kBT )−1, kde kB = 1, 38.10−23JK−1 je Boltzmanova kon²tanta. Parti£nú

funkciu Zβ vypo£ítame pod©a vz´ahu:

Zβ =
∑
{σ}

e−βH(~σ), (2.5)

7



kde sumácia (ozn. {σ}) prebieha cez v²etky moºné kon�gurácie. Ke¤ poznáme par-

ti£nú funkciu, vieme pomocou nej vypo£íta´ stredné hodnoty rôznych termodynamic-

kých veli£ín. Stredná hodnota veli£iny A je potom:

〈A〉β =

∑
{σ}A(~σ)e−βH(~σ)

Zβ
, (2.6)

kde A(~σ) je hodnota veli£iny A a H(~σ) je hamiltonián systému v kon�gurácii ~σ.

Zjednodu²enie výpo£tov moºno dosiahnu´ exaktným ur£ením hustoty stavov g(M,E1, E2),

ako funkcie celkovej magnetizácie M =
∑

i σi a celkovej výmennej energie prislúcha-

júcej interakciám medzi prvými najbliº²ími susedmi (E1 =
∑
〈i,j〉 σiσj) a druhými

najbliº²ími susedmi (E2 =
∑
〈〈i,j〉〉 σiσj), kde 〈i, j〉 predstavuje sumáciu cez najbliº-

²ích susedov a 〈〈i, j〉〉 zodpovedá sumácii cez druhých najbliº²ích susedov. Potom je

moºné vz´ah pre strednú hodnotu prepísa´ nasledovne:

〈A〉β =

∑
M,E1,E2

A(M,E1, E2)g(M,E1, E2)e
−βH(M,E1,E2)

Zβ
, (2.7)

pri£om s£ítame cez v²etky moºné hodnoty M , E1 a E2 a vz´ah pre parti£nú funkciu

Zβ =
∑

M,E1,E2

e−βH(M,E1,E2), (2.8)

kde sumujeme rovnako ako pri vz´ahu (2.7).

2.2 Spinový ©ad

V roku 1935, L. Pauling poukázal na to, ºe vodný ©ad zostane aj pri schladení na

teplotu absolútnej nuly neusporiadaný a bude vykazova´ zostatkovú (tieº nazývanú

reziduálna) entropiu. [27] J. D. Bernal a R. H. Fowler, ktorý tieº skúmali vodný ©ad,

navrhli jednoduché "©adové pravidlá" popisujúce vnútornú ²truktúru [28]. Podobne sa

správajú aj niektoré magnetické materiály, pozostávajúce zo ²tvorstenov, £i troju-

holníkov. Na podobnos´ medzi vodným ©adom a pyrochlórovou mrieºkou upozornil

P. Anderson [13] uº v roku 1956, no skuto£né materiály vykazujúce takéto správanie

boli nájdené len nedávno. [9] V takýchto materiáloch potom môºeme de�nova´ analo-

gické "©adové pravidlá" obmedzujúce orientáciu spinov v základnom stave (GS). Pre

2D kagome mrieºku, ktorú modelujeme modelom pozostávajúcim z feromagneticky

interagujúcich Isingových spinov smerujúcich do stredu jednotlivých buniek v tvare
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trojuholníka, je pravidlo nasledujúce: dva spiny smerujú dnu a jeden von z trojuhol-

níka alebo naopak dva spiny smerujú von a jeden dnu. Takéto pravidlo nám ponecháva

²es´ rôznych základných stavov pre kaºdý trojuholník (Obr. 2.1).

Obr. 2.1: �es´ moºných degenerovaných základných stavov pre jeden trojuholník na

kagome mrieºke s Isingovými spinmi smerujúcimi do stredu trojuholníka.

Usporiadaním takýchto elementárnych trojuholníkov do tvaru Dávidovej hviezdy

vzniká vysokofrustrovaný systém, ktorého hamiltonián má tvar:

H = −J1
∑
〈i,j〉

~si · ~sj − J2
∑
〈〈i,j〉〉

~si · ~sj − h
∑
i

~eh · ~si, (2.9)

kde sumácie a parametre J1 a J2 majú rovnaký význam ako pri Isingovom modeli

a ~eh je jednotkový vektor v smere po©a. Rozdiel je v tom, ºe spiny ~si = σi~ei sú v

tomto prípade povaºované za vektorové veli£iny umiestnené vo vrcholoch trojuhol-

níkov. Uvaºovaná anizotropia spôsobuje, ºe jednotkový vektor ~ei môºe smerova´ len

pozd¨º spojnice vrcholu a stredu trojuholníka.

Dá sa ukáza´, ºe problém spinového ©adu s feromagnetickými výmennými interak-

ciami J1 > 0 moºno bez prítomnosti vonkaj²ieho magnetického po©a premapova´ na

Isingov antiferomagnet [29] v tvare

H = −J1
∑
〈i,j〉

~si · ~sj − J2
∑
〈〈i,j〉〉

~si · ~sj =
J1
2

∑
〈i,j〉

σiσj +
J2
2

∑
〈〈i,j〉〉

σiσj. (2.10)

Preto bez vplyvu vonkaj²ieho magnetického po©a o£akávame rovnaké vlastnosti.

?

↑ ↓

Obr. 2.2: Efekt geometrickej frustrácie.
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3

Jav geometrickej frustrácie

Pojem frustrácia popisuje neschopnos´ systému minimalizova´ celkovú energiu mi-

nimalizovaním energie interakcií medzi jednotlivými interagujúcimi pármi. To £asto

vedie k ve©kému mnoºstvu degenerovaných základných stavov a tak k ve©kej zostat-

kovej entropie, ktorá môºe by´ povaºovaná za mieru frustrácie systému. Frustrácia

zvykne by´ spájaná s magnetickými systémami, ktoré sú dobre známym príkladom

frustrácie, no existujú rôzne príklady nemagnetických systémov, napr.: tekutiny, £i

molekulárne kry²tály (pr. pevný N2). Frustrácia sa následne zvykne deli´ na náhodnú

a geometrickú. Pre potreby tejto práce sa obmedzíme len na geometrickú frustráciu.

Uvaºujme £astice umiestnené vo vrcholoch pravidelnej mrieºky, ktoré spolu interagujú.

Frustrácia tu vzniká vplyvom geometrie mrieºky. Ke¤ºe kaºdý pár interagujúcich £as-

tíc preferuje iné usporiadanie spinov, nie je moºné uspokoji´ v²etky lokálne interakcie.

Zrejme najznámej²ím príkladom geometrickej frustrácie je Isingov antiferomagnet

na trojuholníkovej mrieºke, Obr. 2.2. V²etky interakcie sú antiferomagnetické a izot-

ropné, pri£om koe�cienty párovej interakcie J12 = J23 = J13 = J < 0. Po ur£ení

smeru prvého, �xného spinu, zvolíme druhý spin, tak aby uspokojil antiferomagne-

tickú interakciu, £iºe antiparalelne ku prvému. Bez oh©adu na to ako zvolíme smer

posledného spinu, nebudú uspokojené v²etky interakcie a dochádza ku geometrickej

frustrácii. V prípade Isingovho antiferomagnetu boli spiny usporiadané kolineárne, ale

efekt geometrickej frustrácie moºno pozorova´ aj pre prípad nekolineárne usporiada-

ných spinov. Dôkazom tohoto tvrdenia je spinový ©ad s feromagnetickými väzbami.

Zaujímavou vlastnos´ou magnetických geometricky frustrovaných systémov je, ºe

úrove¬ entropie moºno ovplyvni´ aplikovaním vonkaj²ieho magnetického po©a. Práve

táto vlastnos´ je k©ú£ová pre vyuºitie v magnetokalorickom efekte. �al²ím relevant-

ným zdrojom frustrácie v systéme je konkurencia interakcií medzi najbliº²ími a dru-

hými najbliº²ími susedmi. Nami skúmaný systém, vykreslený na Obr. 4.3, patrí medzi

vysoko frustrované systémy.
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4

Metóda exaktného výpo£tu

a) b)

Obr. 4.3: Kagome mrieºka s prvými (plná £iara) a druhými (preru²ovaná £iara) najb-

liº²ími susedmi. Osi lokálnej anizotropie a) v smere osi z pre Isingov model a b) v

smere osí trojuholníka pre spinový ©ad.

Pri ur£ovaní termodynamických vlastností systémov máme k dispozícii rôzne me-

tódy. Pre systémy pozostávajúce z malého po£tu spinov môºeme vyuºi´ metódu exakt-

ného výpo£tu. S rastúcou ve©kos´ou systému sa v²ak jej pouºitie stáva takmer nemoº-

ným, z dôvodu nárastu výpo£tovej ale aj pamä´ovej náro£nosti na vyuºitý hardvér.

Hlavnou my²lienkou je postupné prechádzanie cez v²etky moºné stavy systému ~σ

a výpo£et poºadovaných termodynamických veli£ín pod©a vz´ahov (2.7) a (2.8). Naj-

dôleºitej²í je výpo£et parti£nej funkcie (2.8), ktorú následne vyuºívame pri výpo£te

stredných hodnôt veli£ín pod©a vz´ahu (2.7). Výpo£ty sme vykonali pre model Isin-

govho antiferomagnetu aj model spinového ©adu s hodnotou spinu s = 1/2. Výpo£ty

moºno rozdeli´ na prípad základného stavu (T = 0) a prípad kone£ných teplôt (T > 0).
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4.1 Základný stav

V prvom prípade sme skúmali závislos´ entropie SGS a magnetizáciemGS od vonkaj-

²ieho magnetického po©a pri �xnej hodnote parametra J2. Pole sme menili v rozsahu

h ∈ 〈0, hmax〉, kde hmax predstavuje nami zvolenú maximálnu hodnotu po©a, pre ktoré

sme po£ítali energiu pod©a (2.2). Následne sme h©adali stavy s minimálnou energiou.

Zaznamenávali sme ich hodnotu a ich po£et W (h) v závislosti od aplikovaného po©a.

Z týchto hodnôt sme vypo£ítali entropiu pripadajúcu na jeden spin pod©a vz´ahu:

SGS(h)

N
= kB

lnW (h)

N
, (4.1)

kde Boltzmanovú kon²tantu kB pre jednoduchos´ poloºíme rovnú jednej. Taktieº sme

vypo£ítali magnetizáciu v základnom stave pripadajúcu na jeden spin:

mGS(h) =
1

NW (h)

∑
W (h)

N∑
i=1

σi, (4.2)

kde ozna£enie sumácie W (h) predstavuje sumu cez v²etky stavy s minimálnou hod-

notou energie.

Výpo£tom entropie a magnetizácie základných stavov pre rôzne hodnoty parametra

J2 ∈ 〈−J1, J1〉 sme vlastne roz²írili parametrický priestor o ¤al²í rozmer, £iºe výpo£ty

prebiehali v priestore (h, J2) = 〈0, hmax〉×〈−J1, J1〉. Výsledky sme zaznamenali do fá-

zového diagramu. To nám umoºnilo skúmanie vplyvu interakcií s druhými najbliº²ími

susedmi.

4.2 Kone£né teploty

�al²ím parametrom, ktorý sme pridali je teplota T . Jej hodnotu sme menili v

rozsahu T ∈ 〈Tmin, Tmax〉, kde Tmin a Tmax sú nami volené hodnoty. Výpo£ty s

rôznymi hodnotami �xného J2 sme vykonali v parametrickom priestore (h, T ) =

〈0, hmax〉×〈Tmin, Tmax〉. Závislos´ termodynamických veli£ín od teploty sme realizovali

výpo£tom stredných hodnôt pod©a vz´ahov (2.8) a (2.7). Najzaujímavej²ie veli£iny z

ná²ho poh©adu boli magnetizácia pripadajúca na spin 〈m〉/N a hustota entropie S

de�novaná nasledovne
S(h, T )

N
=
U(h, T )− F (h, T )

NT
, (4.3)

kde U(h, T ) = 〈E(h, T ) − hM(h, T )〉 je vnútorná energia a F (h, T ) = −T lnZ(h, T )

je vo©ná energia.

12



Z h©adiska magnetokalorického efektu je zaujímavá aj izotermálna zmena entropie

normovaná na jeden spin, ktorú sme de�novali nasledovne:

∆S

N
=
S(h, T )

N
− S(0, T )

N
. (4.4)

Teplota

C
el
k
o
v
á
en
tr
o
p
ia

T1 T2

Tad

Sizo

A

BC

S(h1,T)

S(h2,T)

Obr. 4.4: Schématické znázornenie princípu magnetokalorického javu.
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(b) Magnetizácia na spin mGS .

Obr. 4.5: Fázové diagramy pre Isingov model v základnom stave.
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5

Magnetokalorický jav

Magnetokalorický jav (MCE, z anglického "magnetocaloric e�ect") je pomenovanie

fenoménu, pri ktorom sa v dôsledku zmeny magnetického po©a vo vhodných materiá-

loch prejaví teplotná zmena. Táto zaujímavá vlastnos´ bola experimentálne objavená

v roku 1917 P. Weissom a A. Piccardom [31], a prejavuje sa vo v²etkých magnetických

materiáloch, hoci intenzita efektu závisí na vlastnostiach daného materiálu. Perspek-

tívnym vyuºitím MCE je energeticky efektívna a enviromentálne prijate©ná alterna-

tíva ku klasickým chladiacim systémom vyuºívajúcim kompresorové chladenie, ktoré

je dnes beºne pouºívané. [32�35]

MCE môºeme charakterizova´ teplotnou zmenou v adiabatickom procese (∆Tad)

a izotermickou zmenou entropie (∆Sizo), obe pri zmene magnetického po©a. Vz´ah

medzi uvedenými veli£inami môºeme názorne ilustrova´ jednoduchým schematickým

diagramom (Obr. 4.4). Magnetokalorický potenciál ∆Sizo je ur£ený ako rozdiel medzi

entropiou v kone£nom a po£iato£nom stave ©ubovolného izotermálneho procesu. Ako

príklad si zoberme proces popísaný krivkou AB na Obr. 4.4, ktorý je izotermálny.

Ke¤ºe SA > SB, dostávame ∆Sizo = SB − SA < 0. Na druhú stranu, ak izotermálne

zmen²ujeme vonkaj²ie pole (krivka BA), tak bude ma´ rozdiel entropií opa£né zna-

mienko. Záver, ktorý môºeme vyvodi´ z obrázka, je, ºe izotermálna zmena entropie

pri zmene po©a z h1 na h2 je daná rovnicou

∆Sizo(h2 − h1, T ) = S(h2, T )− S(h1, T ). (5.1)

Magnetokalorický potenciál ∆Tad je daný ako rozdiel koncovej a po£iato£nej teploty

pri ©ubovo©nom adiabatickom procese. V prípade na Obr. 4.4 je magnetické pole

adiabaticky aplikované (krivka CB), pri£om sa teplota zmení z T1 na T2. Ke¤ºe je

T1 < T2, zmena teploty bude ma´ kladné znamienko. To znamená, ºe materiál sa

zohreje. V prípade adiabatickej demagnetizácie (krivka BC) bude znamienko záporné

a materiál sa ochladí. V súlade s Obr. 4.4 môºeme pre adiabatickú teplotnú zmenu
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písa´ de�ni£nú rovnicu

∆Tad(h2 − h1, T ) = T2(h2)− T1(h1), (5.2)

ktorá vyhovuje adiabatickej podmienke ∆S = 0.
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Obr. 5.6: Hustota entropie SGS/N a magnetizácia mGS v základom stave pre J2/J1 =

−1/2; −1/5; 0. Vynesené £íselné hodnoty v grafe hustoty entropie zodpovedajú dege-

nerácii a v grafe magnetizácie príslu²nej hodnote magnetizácie.
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6

Výsledky

Získané výsledky sme rozdelili na dve £asti: výsledky modelu Isingovho antifero-

magnetu a výsledky pre model spinového ©adu na spinovom klastri tvaru Dávidovej

hviezdy. V oboch prípadoch sme rozobrali základný stav a vply kone£ných tepôt sa-

mostatne. Ke¤ºe sme uvaºovali |J1| = 1 a kB = 1, tak je výhodné zavies´ zna£enie

h/|J1| = h a kBT/|J1| = T .

6.1 Isingov antiferomagnet

6.1.1 Základný stav

Výpo£tom sme ur£ili hustotu entropie SGS/N a magnetizáciu na spin mGS v zá-

kladnom stave ako funkciu vonkaj²ieho po©a h a interakcie J2. Hodnoty sme vyniesli

do grafu (Obr. 4.5). Obidve veli£iny vykazujú skokový priebeh, ktorý je pre geomet-

ricky frustrované systémy typický. Bez prítomnosti vplyvu druhých susedov, vzni-

kajú v rozsahu polí h ∈ 〈0; 4〉 dve diskrétne magnetiza£né plató, ktoré sú na úrovni

mi = (i/2)msat, i = 1, 2, kde msat = 1/2 je saturovaná hodnota magnetizácie, pri

ktorej sa v²etky spiny nato£ia do smeru vonkaj²ieho po©a. Navy²e pozorujeme dve

izolované hodnoty magnetizácie, ktoré pozorujeme pri hodnotách po©a, pri ktorých

dochádza k prechodu medzi spomínanými magnetiza£nými schodíkmi. Izolované hod-

noty vidíme pri nulovom poli a pre hsat = 2, nad ktorými dochádza k saturácii mag-

netizácie, s príslu²nými hodnotami m = 0 a m = 0, 3611. Entropia je vo v²eobecnosti

nerastúca funkcia po©a, ke¤ºe usporiadanie spinov zniºuje jej hodnotu. No v prírode

moºno nájs´ aj opa£né príklady. V izolovaných bodoch, v ktorých dochádza k zmene

úrovne magnetizácie je entropia navý²ená. Deje sa to v dôsledku koexistencie stavov,

ktoré prislúchajú susediacim plató.

Bez vonkaj²ieho po©a môºeme pre J2/J1 = 0 pozorova´ 730 rôznych degenerovaných

základných stavov, £omu zodpovedá hustota entropie SGS/N = 0, 5494. Táto hodnota
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je vä£²ia ako tá pre nekone£nú kagome mrieºku, ktorej hodnota je SGS/N = 0, 502. [8]

To nazna£uje moºnos´ lep²ích magnetokalorických vlastností klastra v porovnaní s

termodynamickou limitou.

Ke¤ vezmeme v úvahu aj vplyv druhých susedov, situácia sa zna£ne zmení. Fázový

diagram magnetizácie na spin a hustoty entropie moºno vidie´ na Obr. 4.5. Je zjavné,

ºe aj prítomnos´ relatívne malých príspevkov interakcií druhých susedov môºe vý-

razne zmeni´ správanie systému. Práve malé hodnoty J2/J1 sú zaujímavé z h©adiska

fyzikálnej reality, ke¤ºe je beºné, ºe príspevky interakcií klesajú s rastúcou vzdialenos-

´ou interagujúcich spinov. Je výhodné rozdeli´ výsledky na prípad feromagnetických

(J2/J1 > 0) a antiferomagnetických (J2/J1 < 0) interakcií. Vo feromagnetickom prí-

pade po£et degenerovaných stavov bez magnetického po©a poklesne na 6 stavov s

prislúchajúcou hodnotou hustoty entropie SGS/N = 0, 1493. Po£et magnetiza£ných

schodíkov, ani ich magnetizácia sa pre ºiadnu hodnotu feromagnetického J2 nemení.

Ove©a zaujímavej²í je prípad (J2/J1 < 0). Pre v²etky J2/J1 ∈ (−1; 0) máme bez von-

kaj²ieho po©a 150 degenerovaných stavov, výnimkou je J2/J1 = −1, pre ktoré je tento

po£et 186. Pre J2/J1 ∈ (−0, 33; 0) sa v magnetizácii vytvoria ²tyri schdíky, ktoré sa

nachádzajú na úrovni m1 = msat/3, m2 = msat/2, m3 = 2msat/3 a m4 = msat, satu-

rovaná hodnota msat = 1/2 sa nemení. Pri prechodoch medzi jednotlivými schodmi

znova pozorujeme izolované body, ktorých hodnota aj poloha sa mení v závislosti od

J2/J1. Zaujímavé je aj správanie hustoty entropie, ktorá po aplikovaní po©a poklesne

na hodnotu SGS/N = 0, 0916, potom znova poklesne na SGS/N = 0, 0578. Pri ¤al-

²om zvy²ovaní po©a sa jej hodnota zvý²i naspä´ na SGS/N = 0, 0916. Nakoniec sa

v²ak po dosiahnutí saturovanej hodnoty magnetizácie zníºi na nulovú hodnotu. Pre

J2/J1 < −0, 33 sa po£et magnetiza£ných schodov znova zmení na tri, ktoré sú na úrov-

niach mi = (i/3)msat, i = 1, 2, 3. Hustota entropie zodpovedajúca prvému a druhému

schodu je rovnaká SGS/N = 0, 0916. Spomenuté stavy sú oddelené jednou izolova-

nou hodnotou. Pre v²etky záporné hodnoty parametra J2/J1 hodnota po©a hsat, pri

ktorom je dosiahnutá saturácia magnetizácie, rastie.

6.1.2 Kone£né teploty

Pouºitím vz´ahu (2.7) sme získali moºnos´ skúma´ vplyv kone£ných teplôt. Vypo£ítali

sme stredné hodnoty magnetizácie, entropie a zmeny entropie v závislosti od apliko-

vaného magnetického po©a h a kone£nej termodynamickej teploty T . Výpo£ty sme
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vykonali pre �xnú hodnotu parametra J2 v parametrickom priestore

{(h, T ) : 0 ≤ h ≤ 4; 0, 05 ≤ T ≤ 0, 5}. (6.1)

Magnetizácia vykazuje pre v²etky hodnoty J2 podobné správanie. Pre nízke teploty

sa správanie podobá základnému stavu. Môºeme pozorova´ nieko©ko magnetiza£ných

plató, no vplyvom tepelných �uktuácií sa s rastúcou teplotou stráca takmer skokovitý

charakter a závislos´ sa stáva hlad²ou (Obr. 6.7a, 6.8a a 6.9a).

Správanie entropie normovanej na spin by sa pri nízkych teplotách taktieº malo po-

doba´ tomu v základnom stave, o£akávame teda takmer skokový priebeh s nieko©kými

pribliºne kon²tantnými plató, ktoré sú oddelené lokálnymi maximami. S rastúcou tep-

lotou sa tento charakter mení (Obr. 6.7b, 6.8b a 6.9b). Takmer skoková závislos´ sa

vplyvom tepelných �uktuácií stáva hlad²ou. Dokonca platí nasledujúca nerovnos´

S(h, T ) < S(0, T ). (6.2)

Dôsledkom je, ºe pri ©ubovo©nej teplote má entropia maximum pri vypnutom poli. Z

h©adiska MCE je v²ak zmena entropie na spin ∆S/N v závislosti od pouºitého po©a

ove©a dôleºitej²ia ako samotná hodnota entropie. Preto sme vypo£ítali jej hodnotu

pod©a vz´ahu

∆S(h, T )/N =
1

N
(S(h, T )− S(0, T )). (6.3)

Na grafy 6.7b, 6.8b a 6.9b moºno alternatívne nazera´ aj ako na závislos´ entropie

od izotermicky aplikovaného po©a.

Z nerovnosti (6.2) a (6.3) je zjavné, ºe táto zmena entropie bude záporná veli-

£ina, £o odpovedá priamemu MCE. Taktieº sme vykreslili v grafoch entropie na spin

izentropické £iary (Obr. 6.7c, 6.8c a 6.9c). Na týchto £iarach je splnená adiabatická

podmienka, takºe na ne moºno nazera´ ako na vhodný nástroj skúmania adiabatických

teplotných zmien. Vidíme, ºe pri adiabatickej demagnetizácii v oblasti nízkych teplôt

a nízkych polí nastane vºdy pokles teploty bez oh©adu na hodnotu J2. Vo v²eobecnosti

v²ak môºe dôjs´ aj k zniºovaniu aj zvy²ovaniu teplôt. Môºeme teda pozorova´ priamy

aj inverzný magnetokalorický efekt.
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Obr. 6.7: Isingov model - Teplotné závislosti termodynamických veli£ín pre J2 = 0.

a) Magnetizácia m/msat. b) Entropie normovaná na spin S/N pre rôzne kon²tantné

hodnoty teploty. c) Entropia normovaná na spin S/N s vykreslenými izentropickými

£iarami. �íselné hodnoty dole predstavujú hodnoty entropie v základnom stave pre

dané hodnoty po©a.
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Obr. 6.8: Isingov model - Rovnaké termodynamické veli£iny ako Obr. 6.7 pre J2 =

−0, 2.
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Obr. 6.9: Isingov model - Rovnaké termodynamické veli£iny ako Obr. 6.7 pre J2 = −1.
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6.2 Spinový ©ad

6.2.1 Základný stav

V¤aka známemu vz´ahu medzi Isingovým antiferomagnetom a spinovým ©adom

sme mohli o£akáva´, ºe bez prítomnosti vonkaj²ieho po©a sa budú oba systémy správa´

rovnako. Výpo£et potvrdil tento predpoklad, pre J2 = 0 sme pozorovali 730 degene-

rovaných stavov s hustotou entropie SGS/N = 0, 5494.

~a

~a′

(a) ~a′ (b) ~a

Obr. 6.10: Dve moºné orientácie vonkaj²ieho magnetického po©a a usporiadania spinov

pre saturovanú hodnotu magnetizácie. �ierne bodky symbolizujú spiny, ktoré nie sú

ovplyvnené po©om v smere ~a.
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Obr. 6.11: Fázové diagramy pre spinový ©ad v základnom stave s magnetickým po©om

h v smere ~a′.
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Narozdiel od Isingovho modelu, kde bolo vonkaj²ie pole aplikované len pozd¨º osi

z, pri spinovom ©ade sme skúmali efekt aplikácie po©a v dvoch vybraných smeroch v

rovine mrieºky. Správanie sa systému závisí od zvoleného smeru. Pri na²ich výpo£toch

sme zvolili dva na seba kolmé smery, charakteristické pre kagome mrieºku, ktoré sú na

Obr. 6.10 ozna£ené vektormi ~a a ~a′. V oboch prípadoch degenerácia zásadne klesne po

aplikovaní po©a h, pri£om v smere ~a′ pozorujeme len jeden stav, v ktorom sú v²etky

spiny nekolineárne usporiadané do smeru po©a (Obr. 6.10a). Na pole v smere ~a v dru-

hom prípade nereagujú ²tyri spiny, ktorých priemety do smeru po©a sú nulové (Obr.

6.10b). Ke¤ºe kaºdý z nich môºe smerova´ dvoma smermi, vedie to k 16 degenerova-

ným stavom. Zvy²né spiny sú, samozrejme, nekolineárne nasmerované do smeru po©a.

V oboch prípadoch je zmena entropie ve©ká, pri aplikovaní po©a v smere ~a′ dokonca

vä£²ia ako v prípade Isingovho modelu.

Na²e úvahy sme znova roz²írili aj o interakcie s druhými susedmi v rozsahu para-

metra J2/J1 ∈ 〈−1, 1〉. Zaznamenaný fázový diagram je kvalitatívne ve©mi podobný

pre oba smery po©a (Obr. 6.11 a 6.12), pre J2/J1 < 0 pozorujeme vznik dvoch ob-

lastí, plató s nulovou magnetizáciou a plató so saturovanou hodnotou magnetizácie

msat =
√

3/6 v smere ~a. V smere ~a′ taktieº pozorujeme oblas´ s nulovou magnetizáciu

a oblas´ so saturovanou magnetizáciou na spin msat = 1/3.

6.2.2 Kone£né teploty

Podobne ako pri Isingovom modeli sa magnetizácia vplyvom teploty vyhladzuje

(Obr. 6.13a, 6.14a, 6.15a a 6.16a). Z izolovaného vysokofrustrovaného stavu pri níz-

kych teplotách systém takmer skokovo prechádza do saturovanej hodnoty, pri£om

kvalitatívne obdobné správanie pozorujeme, bez oh©adu na smer aplikovaného po©a,

pre v²etky uvaºované J2/J1 ≤ 0. V prípade J2/J1 > 0 vidíme pre nízke teploty plató

prislúchajúce oblasti s nulovou magnetizáciou, ktoré takmer skokovo prechádza do ob-

lasti so saturovanou hodnotou. Pre vy²²ie teploty sa prechody stávajú pozvo©nej²ími

a plató v oblasti J2/J1 > 0 sa postupne stráca. Ani v tejto oblasti nezáleºí ako sme

aplikovali pole.

Ak zapíname pole izotermicky, tak normovaná entropia v oblasti J2/J1 ≤ 0 mono-

tónne klesá pre v²etky skúmané teploty (Obr. 6.13b a 6.15b). Narozdiel od Isingovho

antiferomagnetu sa správanie entropie výrazne nemení v rámci skúmaných teplôt. V
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oblasti J2/J1 > 0 (Obr. 6.14b a 6.16b) pozorujeme pre nízke teploty lokálne maxi-

mum pre rovnakú hodnotu po©a, v ktorej sa nachádzal izolovaný bod odde©ujúci dve

kon²tantné plató. S rastúcou teplotou sú tepelné �uktuácie výraznej²ie, vyhladzujú

závislos´. Od istej hodnoty teploty maximum zaniká a normovaná entropia mono-

tónne klesá. Z toho vyplýva, ºe pre antiferomagnetické interakcie druhých susedov vo

v²eobecnosti neplatí nerovnos´ (6.2).

Analogicky ako pri Isingom antiferomagnete sme skúmali adiabatické zmeny tep-

loty (Obr. 6.13c, 6.15c, 6.14c a 6.16c). Správanie sa systému kvalitatívne nezáviselo

od smeru aplikovaného po©a. Na rozdiel od Isingovho modelu, pri spinovom ©ade je

charakter závislý na hodnote parametra J2/J1. Pre feromagnetické interakcie druhých

susedov je správanie ve©mi podobné ako pri absencii týchto interakcií. V prípade adia-

batickej demagnetizácie dochádza k zníºeniu teploty v celom spektre skúmaných hod-

nôt po©a, £iºe pozorujeme priamy magnetokalorický efekt. Antiferomagnetický prípad

je trochu rozdielny. Uº v základnom stave máme dve plató, ktoré sú oddelené vy²-

²ou izolovanou hodnotou entropie. V prípade adiabatickej demagnetizácie sa teplota

zniºuje, aº kým pole nedosiahne pribliºnú hodnotu výskytu spomínaného izolovaného

bodu (priamy MCE). �al²ou demagnetizáciou sa teplota bude zvy²ova´ (inverzný

MCE).
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(b) Magnetizácia na spin mGS .

Obr. 6.12: Fázové diagramy pre spinový ©ad v základnom stave s magnetickým po©om

h v smere ~a.
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Obr. 6.13: Spinový ©ad - Teplotné závislosti termodynamických veli£ín pri magnetic-

kom poli v smere ~a′ pre J2 = 0. a)Magnetizácia m/msat. b) Entropia normovaná na

spin S/N pre rôzne kon²tantné hodnoty teploty. c) Entropia normovaná na spin S/N

s vykreslenými izo£iarami.
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Obr. 6.14: Spinový ©ad - Rovnaké teplotné závislosti termodynamických veli£ín pri

magnetickom poli v smere ~a′ ako Obr. 6.13 pre J2 = −1.
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Obr. 6.15: Spinový ©ad - Rovnaké teplotné závislosti termodynamických veli£ín pri

magnetickom poli v smere ~a ako Obr. 6.13 pre J2 = 0.
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Obr. 6.16: Spinový ©ad - Rovnaké teplotné závislosti termodynamických veli£ín pri

magnetickom poli v smere ~a ako Obr. 6.13 pre J2 = −1.
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Záver

Táto práca si kládla za cie© vy²etri´ termodynamické a magnetokalorické vlastnosti

geometricky frustrovaného magnetického nanoklastra tvaru Dávidovej hviezdy. Pre

skúmanie sme zvolili Isingov model s antiferomagnetickými interakciami a model spi-

nového ©adu s feromagnetickými interakciami. Tento systém je zaujímavý hlavne kôli

objaveniu magnetických materiálov podobnej kon�gurácie, hlavne pyrochlórových oxi-

dov z rodiny A2B2O7. �al²ou motiváciou sú práce v tejto oblasti poukazujú na to, ºe

frustrované systémy [3] na kone£ných klastroch [20,21] by mohli ma´ zaujímavé vlastnosti

z h©adiska praktických aplikácií.

Zamerali sme sa na závislos´ magnetizácie a proces zmeny hustoty entropie v zá-

vislosti od aplikovaného magnetického po©a a vplyvu interakcií druhých susedov ako

v základnom stave, tak aj pri kone£ných teplotách. Systém vykazoval pre oba mo-

dely zaujímavú hodnotu zostatkovej entropie v nulovom poli a základnom stave, bez

interakcií s druhými susedmi, ktorá bola rovná SGS/N = 0, 5494. Takáto hodnota

bola vä£²ia ako pre nekone£nú kagome mrieºku (SGS/N = 0, 502). Aplikovanie von-

kaj²ieho po©a výrazne s¬alo degeneráciu systému. Správanie modelov pri aplikovaní

vonkaj²ieho po©a je, pod©a o£akávaní, zna£ne rozdielne. Zatia© £o v prípade Isingovho

antiferomagnetu pozorujeme v závislosti od magnetického po©a nieko©ko skokových

zmien hustoty entropie, pri spinovom ©ade pre parameter J2 ≥ 0, prislúchajúci inte-

rakciám druhých susedov, aplikácia ©ubovo©ne ve©kého po©a okamºite zníºi degenerá-

ciu na hodnotu, ktorá ostáva rovnaká pre v²etky skúmané nenulové hodnoty po©a. Pre

J2 < 0 môºeme v správaní spinového ©adu pozorova´ aj ¤al²ie plató oddelené jedným

izolovaným bodom. Zmena hustoty entropie bola v prípade spinového ©adu závislá od

smeru aplikovaného po©a. Ak bolo pole pouºité v smere osi trojuholníka, tak sme do-

stali vä£²iu zmenu entropie ako pre Isingov antiferomagnet. Zaujímavé a neo£akávané

je, ºe pre isté hodnoty parametra J2 hustota entropie v základnom stave na Isingovom

antiferomagnete s rastúcim po©om poklesne a následne znova vzrastie. Zistili sme, ºe

pre niektoré hodnoty J2 sa mení po£et magnetiza£ných plató pre oba modely. Pre
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Isingov antiferomagnet aj malé príspevky od druhých susedov môºu výrazne zmeni´

správanie systému. Rozdiely moºno vidie´ v po£te magnetiza£ných plató. Pre v²etky

hodnoty parametra J2 bol po£et magnetiza£ných plató pre spinový model men²í ako

pre Isingov antiferomagnet.

Pri kone£ných teplotách sme sa sústredili hlavne na skúmanie magnetokalorických

vlastností v priestore parametrov skúmaním izotermálnych zmien entropie a adiaba-

tických zmien teploty, ako ukazovate©ov miery magnetokalorického javu. Pri nízkych

teplotách sa entropia normovaná na spin správa podobne ako v základnom stave, no s

rastúcou teplotou sa takmer skokový charakter vyhladzuje. Pre oba modely sa správa-

nie lí²i v závislosti pod©a toho, £i sú interakcie druhých susedov feromagnetické alebo

antiferomagnetické. U oboch systémov boli pozorované významné hodnoty hlavne v

oblasti nízkych teplôt a nízkych polí, £o má potenciál pre vyuºitie pre magnetické

chladenie do extrémne nízkych teplôt.

Zoznam skratiek

IM Isingov model

GS Základný stav, z anglického Ground state

MCE Magnetokalorický jav, z anglického Magnetocaloric e�ect
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