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1 Uvod

Einstein, Podolsky a Rosen v svojom ¢ldnku z roku 1935 tvrdili, Ze vinova funkcia nepopisuje
celu fyzikdlnu realitu ked’ Ze dochddza k naruSeniu lokalneho realizmu [1]. Verili vSak, Ze tedria,
ktord by popisovala celd fyzikalnu realitu je moZn4. Takouto teériou mohla napriklad byt tedria
skrytych parametrov. Bell ale odvodenim Bellovych nerovnosti teoreticky ukézal, Ze Ziadna
tedria skrytych parametrov nie je moznd [2]. Bellove nerovnosti zdroven zacali byt’ ndstrojom
pre experimentitorov na overovanie tedrii skrytych parametrov.

Jednym z d’alSich dosledkov Einsteinovej, Podolskeho a Rosenovej prace bolo objavenie
d’alSej Crty spravania sa ndsho sveta - objavenie kvantového previazania. Kvantové previazanie
vznikd, ked’ sa viaceré Castice naraz nedaju popisat’ jednotlivymi vlnovymi funkciami, ale iba
jedinou spolo¢nou vinovou funkciou popisujicou ich spravanie. V dosledku tohoto popisu Cas-
tic dokdZzeme v momente vykonania merania len na jednej z nich, ziskat’ informéciu aj o stave
ostatnych kvantovo previazanych Casticiach. Aj kvantova nelokalnost’, ktord naruSuje princip
lokality, je jednym z dosledkov kvantového previazania.

Kvantové javy mo6Zzu mat’ viacero nezvycajnych makroskopickych prejavov ako je napri-
klad vznik prechodnych platé v magnetizaénych krivkach kvantovych spinovych systémoch.
Magnetizacné platé mdze vzniknit’ v Heisenbergovych ret’azcoch len vtedy, ak magnetizacia
spitia podmienku najdeni Oshikawom, Yamanakom a Affleckom [3]: p(S,, — m) = 7Z, kde p je
peridda zakladného stavu, S, je celkovy spin elementdrnej bunky, m je celkovd magnetizacia
elementarnej bunky a Z je celé Cislo. Tato podmienka je vSak len nutnou a nie postacujicou
podmienkou a preto je dolezité existenciu magnetizacnych platé overit’ priamym vypoctom.

V nasSej praci sa budeme zaoberat’ Isingovym-Heisenbergovym ret’azcom so spinom %, pre
ktory uz existencia magnetizacnych platé bola preskimand [4]. Preto sa zameriame najmé na
kvantifikovanie kvantovej nelokdlnosti a kvantového a termalneho previazania a vplyvu mag-

netiza¢nych plat6 na ich vel'’kost'.



2 Model

Budeme Studovat’ Isingov-Heisenbergov ret’azec so spinom % za pritomnosti vonkajSieho mag-
netického pol’a. Nas ret’azec je schematicky zndzorneny na obr. 1. Hamiltonidn daného ret’azca
je mozné zapisat’ nasledovne:

H="J [A (Sfﬁf + 3;45*;%) + 55]} + S St - S Hafip - HpSi (D

(.4) ) ! k

kde S* (a = , Yy, #) su Standardné priestorové zlozky spinového operdtoru vel'kosti % Inte-
rakény parameter J oznacuje heisenbergovsku interakciu medzi susediacimi Heisenbergovymi
spinmi ret’azca a prva sumécia v hamiltonidne prechadza cez vSetky dvojice susednych Heisen-
bergovych spinov. Parameter J; oznacuje isingovsku interakciu medzi susediacimi Isingovymi
(f4;) a Heisenbergovymi (5”,";:) spinmi a druhd sumécia preto prechddza cez dvojice susediacich
Isingovych a Heisenbergovych spinov. A je anizotropny parameter, ktory udava mieru XXZ
anizotropie. H 4 a Hp su vonkajSie magnetické polia pdsobiace na Isingove, respektive Heisen-
bergove spiny, pricom sumdcie zahriiujice H 4 a Hp zapocitavaju vizby medzi jednotlivymi

poliami a spinmi, na ktoré posobia. Pre d’alsi postup je uZzitocné si prepisat’ hamiltonidn ako

Hiy S_—z §\k2 )

o //’
0o 0P o o0

k-ta véizba

Obr. 1: Na obrézku je zndzornend magnetickd Struktdra Isingovho-Heisenbergovho ret azca. Zelenymi
vacs$imi krizkami sd zobrazené mrieZkové pozicie Isingovych spinov a ¢iernymi mens§imi krdzkami sd
zobrazené mriezkové pozicie Heisenbergovych spinov. Na obrazku st tieZ vyznacené jednotlivé interak-
cie medzi spinmi, J oznacuje Heisenbergovu interakciu a J; Isingovu interakciu, pricom A je anizot-

ropny parameter.
sucet jednotlivych vazbovych hamiltonidnov:
H=> M. (2)

N je pocet Isingovych spinov a teda nasa sumdcia prechddza cez vSetky vizby pdvodneho,

nedekorovaného ret’azca. Vo vizbovom hamiltonidne #;, st zahrnuté vSetky interakéné Cleny



spojené s k-tou vidzbou ako je zndzornené na obr. 1:
) o Qm QY QY Oz Qz Oz Oz HA z z
Hi=J [A (SkISkQ + SmSm) + SklskZ} + hiSgy + haSgy — o> (M + 12), 3

kde hl Jl,ukl — HB a hg JLMZ2 — HB.
Parti¢na funkcia naSho systému sa da pomocou vizbového hamiltonidnu Ciastocne faktori-

zovat’:

N
zZ="Tr, H Trs,, Trs,, exp(—BHz), 4)

k=1
g = kBLT je inverzna teplota, kp je Boltzmannova konStanta a I" je absolutna teplota. Tr,, ozna-
Cuje stopu cez stupne vol'nosti Isingovych spinov a Trg,, Trg,, stopu cez stupne vol'nosti Hei-
senbergovych spinov. Na§ model méZeme premapovat’ pomocou dekoracno-iteracnej transfor-

mdcie [5] na nedekorovany Isingov spinovy ret’ azec nasledujucim sposobom:

Trs,, Trs,, exp(—BHy) = Aexp [BRuG iy + BH (i + 1)), (5)

kde A, R a H su transformacné parametre. Nasledne spocitame stopu cez dvojicu Heisenbergo-

vych spinov a ziskame rovnicu:

Trg,, Trs,, exp( BHk Zexp —BA), (6)

kde \; st vlastné hodnoty vdzbového hamiltonidnu. Do danej rovnice dosadime dané vlastné
hodnoty a pouZijeme dekoracno-iteracnu transforméciu (5). Po zohl’adneni zostavajucich stup-
fov vol'nosti Isingovych spinov ziskame tri rovnice pre tri transformacné parametre. Ich vyrie-

Senim ndjdeme explicitné tvary transformacnych parametrov:

H:HA+%ln(%), ™
R:%ln(v‘lf—}é), (8)

J
A= 26Xp(%)\4/ VivaV, )

kde:
V, = cosh [g(Jl — 2HB)} + exp (%) cosh (ng) , (10)
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V5 = cosh {g(‘]l — QHB)} + exp (%) cosh (gJA) , 11

V3 = cosh(BHp) + exp (%]) cosh (gﬂjf + J2A2) . (12)

Parti¢nu funkciu si teraz prepiSeme do nového tvaru vyuZitim rovnice (5) a rovnic (7) - (9):

N N
Z = AVTry,; exp (ﬂRZukukH + ﬁHZuk> = ANZy (R, H), (13)

k=1 k=1

kde Z, je parti¢nou funkciou Isingovho spinového ret’azca s efektivnou interakciou 2 a efek-
tivnym vonkajSim pol'om . Isingov spinovy ret' azec je nasledne presne rieSitel' ny pomocou
metody matice prechodu [6].

Dalsim dolezitym krokom je ndsledny vypocet Gibbsovej vol'nej energie, ktord d’alej vy-

uZijeme na vypocet magnetizdcie. Gibbsova vol'na energia je explicitne dand predpisom:

cosh (%L[) + \/sinh2 (BTH) + exp(—fR) } . (14

Jednym zo sposobov ako ziskat’ predpisy pre magnetizaciu je derivicia Gibbsovej vol' nej ener-

R

2.1 Magnetizacia

gie podl’a vonkajsSiecho magnetického pol'a. Ak zderivujeme rovnicu (14) podl’a magnetického

pol’a naloZeného na Isingovych spinoch, dostaneme magnetizaciu Isingovych spinov:

Ma= -2 _ N 15
A aHA mo, ( )

kde m( oznacuje redukovanui magnetiziciu:
1 sinh(%q)
2 \/sinh2 (57;1) + exp(—fR)

Derivovanim rovnice (14) podl’a magnetického pol’a posobiaceho na Heisenbergove spiny, zis-

mo (16)

kame magnetizaciu Heisenbergovych spinov:

0G N N
MB = _8[—[ = E(Kl —K2+2K3) —2Nm0(K1 —I—Kg) +§QO(K1 —KQ —2K3), (17)
B

kde oy oznacuje parovi korelacnu funkciu koreSpondujiceho nedekorovaného Isingovho mo-
delu:

exp(—fR)
exp(—BR) + sinh? (BTH) + cosh (BTH) \/exp (—BR) + sinh? (ﬁTH) '

N

(18)

| —

Qo
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Koeficienty K, Ky a K3 su vyjadrené nasledujicimi vzt'ahmi:

sinh [ (J1 — 2HB))]
K, =
1 cosh [g (Jl _ 2HB)] + exp ( ) cosh [BJA] (19)
sinh [£ (J, + 2Hp))]
K, —
2 COSh [g (Jl + 2HB>] + exp ( ) COSh [ﬁjA} (20)
Ky sinh(5Hp) ' 1)

cosh(BHp) + exp (—2) cosh [ VIE+ J2A2}

2.2 Korela¢né funkcie

Na vypocet korela¢nych funkcii medzi dvojicami susediacich Heisenbergovych spinov vyuZzi-

jeme vzt ah:
T Jr Qx 1 Jr Qx
Cee = <Sk15k2> = S Tr [S,dsk2 exp (—BH) 22)
Derivaciou logaritmu parti¢nej funkcie podl’a sii¢inu Heisenbergovej interakcie a anizotropného
parametra JA ziskame vyraz, ktory je okrem multiplikativnej konsStanty zhodny s parovou ko-

relacnou funkciou definovanou vzt’ahom (22):

vz 1 OIn(Z)
2N OJA

(23)

Obdobny postup pouzijeme aj pri vypocte z-ovej zlozky parovej korelacnej funkcie medzi dvo-
jicami susediacich Heisenbergovych spinov. Tentoraz vSak budeme derivovat’ iba podl'’a Hei-
senbergovej interakcie J:

_ 10(2)
N o]

zZZ

(24)

Po vypocitani danych derivacii ziskame findlne predpisy pre korelacné funkcie:

171 1
0™ =~ [5 (K{ + K3) +Kg{} [;O [2 (K{ + KY) — Kéf} —% (K{ — Ky), (25
1 101 1
C% == — — | S (K{2 + K% + K| + po |5 (K7 + KJ%) — K2
+ 7 (KA - KYM).
Vyrazy K/ a K/* sme si oznacili nasledovne:
y_ 20V g 2 OV 27)
T BV o i T BV 0JA



kde i = 1,2, 3 a jednotlivé derivicie maju tvar:

eV (Y (59

W_aj_2exp(2)cosh( 2) (28)
Vs 8 BJ B

E:§exp (7) cosh <§ J12+J2A2) (29)
M _ (8T o (898

aJA_aJA_zeXp(z)smh< 2 > GO

oVs BJ JA _ Io]
== — | ————=-sinh | =/ J? + J2AZ| . 1
i = 1775 v o VR + ] o

2.3 Redukovana matica hustoty

Pri odvodeni redukovanej matice hustoty pre Hilbertov podpriestor dvoch Heisenbergovych
spinov sme dand maticu najprv rozloZili pomocou tplného Taylorovho rozvoja. Nasledne sme
vyuZili definiciu strednych hodnot na ndjdenie jednotlivych rozvojovych koeficientov. Vysledny

tvar naSej redukovanej matice hustoty pre ¢-ty a j-ty spin je:

T+m+C*= 0 0 0
) 0 Lt mg—C* 20% 0
Oij = , (32)
0 20%® 1 —my—C* 0
0 0 0 L _m40*

4
kde m je magnetizécia, m je staggered magnetizdcia systému a C** (o = x,y, ) su priesto-

rové zlozky pérovej korelacnej funkcie medzi susednymi Heisenbergovymi spinmi.

2.4 Bellova nerovnost’ a kvantové previazanie

Na ndjdenie analytického predpisu pre Bellovu nerovnost’ vyuZijeme predpis odvodeny Ho-
rodeckim et al. [7], ktory vychddza z CHSH nerovnosti [8] ndjdenej Clauserom, Horneom,
Shimonym a Holtom, ktor4 je len upravenou verziou Bellovej nerovnosti. Horodeckého predpis

ma nasledujuci tvar:

B=2VM+ X <2, (33)



kde \; a )y st dve najvicsie vlastné hodnoty matice £7£. Matica £ je transponovand matica

k matici £, ktord je definovana vzt’ahom:
Lij=Trlp(o; ®0y)], (34)

pre i,7 = 1,2,3, p je redukovand matica hustoty dvojice Heisenbergovych spinov a &; su
Pauliho matice. Po vypocte matice L7 L a ndjdeni jej vlastnych hodnot ziskame predpis pre

vypocet Bellovej funkcie:

B= max{s\/Q(Cm)2, 84/ (C#)2 + (sz)2}. (35)

Ak je Bellova nerovnost’ narusend, systém je kvantovo nelokélny.
Pri vypocte concurrence ako miery kvantového previazania sme najprv vypocitali maticu pp

[9]. Matica p je definovana nasledovne:
p=(0y®0,)p (0y@0,), (36)

kde o, je Pauliho matica a p* je komplexne zdruzena matica p. Nasledne sme zistili vlastné

hodnoty matice pp, aby sme ich na koniec odmocnili a mohli vypoditat’ concurrence zo vzt ahu:

C:maX{O,)\max—)\l—)\Q—Ag}, (37)

kde \,,... je najvicsia vlastnd hodnota danej matice a Ay, Ao a A3 sd zvys$né vlastné hodnoty. Po

vypocte vlastnych hodn6t matice pp dostdvame predpis pre concurrence:

1 2
C:max{0,4\0xx]—2\/(zl+0zz> —mQ}. (38)

.....




3 Vysledky

V tejto Casti prace budeme prezentovat’ najzaujimavejSie vysledky, ktoré sme ziskali. Najskor
znazornime fazovy diagram zdkladného stavu, potom preskimame magnetizaciu, kvantovi ne-
lokdlnost’ pomocou Bellovej nerovnosti a kvantové previazanie pomocou concurrence pre nu-
lové ako aj nenulové teploty. Venovat' sa budeme iba Isingovmu-Heisenbergovmu ret’azcu s
atiferomagnetickymi interakciami J > 0 a J; > 0, u ktorého mozno oCakavat’ najzretel nejSie

kvantové prejavy.

3.1 Zakladny stav

Pre ndjdenie zdkladného stavu sme si najprv viazbovy hamiltonidn (3) prepisali do maticového
tvaru a nasli sme jeho vlastné hodnoty, CiZe energie. Porovnanim vlastnych hodndt sme ziskali
krivky fazovych prechodov zdkladného stavu, ktoré su zobrazené na obr. 2. Krivky oznacené

¢islami na danom obrazku maji nasledovné vyjadrenia:

H 1

<1>:J7:1 ¥

@: 8 s

(3):52\/%“—1 (39)
H J

W77

(5):?2\/?—124—1—%—1—1.

VInové funkcie charakterizujice jednotlivé fazy sd vlastnymi funkciami hamiltonidnu a teda po
nendrocnych vypoctoch sme ziskali ich analytické vyjadrenie. VInovu funkciu pre ferimagne-

tickd fazu I mdéZeme vyjadrit’:

FD) =[N, ® @ (114 = [0, (40)

pre antiferomagneticku fazu:

!T)M%l@\/g(@ ™) = ap W) s H>m®\g(a+ [T —a-[i1),,,» (4D

N

AF) =

k=1



] SP !

HIJ

FlI
(1) (2)

AF

T T
0 1 2 3 4 5

Obr. 2: Na obrazku je znazorneny fazovy diagram zakladného stavu v rovine % - % pre anizotropny
¢len A = 1, ktory obsahuje 4 fazy: ferimagnetickd fazu FI, antiferomagneticki fazu AF, ferimagnetickd

fazu FII a saturovand paramagnetickd fazu SP.

kde:
Jl Jl
ay = 1+ —=,a_ = l— ——. (42)
! [ VIE T A2 [ VIE+ A2
VlInovu funkciu pre ferimagneticku fazu Il mézeme vyjadrit’:
N
FID) =TT, 1 43)
k=1
a nakoniec pre saturovanu paramagneticku fazu:
N
iSPy =TT, 1. (44)
k=1

Teraz sa bliZSie pozrieme na jednotlivé fazy. Na§ model je XXZ Isingovym-Heisenbergovym

modelom - korelacné funkcie z-ovej a y-ovej zloZky spinu sa budd vzdy rovnat’. Z rovnice (40)

9



vidime, Ze ferimagnetickd faza FI obsahuje Heisenbergove dvojice nachddzajice sa v stave
singletného diméru. Uniformnd m7% a staggered m$% magnetizacia Heisenbergovych spinov v

danom stave sd nulové:
mp =mp=0. (45)

V stave singletného diméru je systém maximdlne antikorelovany a teda parové korelané fun-

kcie Heisenbergovych spinov nadobidaji maximélne zdporné hodnoty:

1
==L (46)

Stav singletného diméru je aj Bellovym stavom a z rovnice (35) m6Zeme rovno vidiet’, Ze kvan-
tovd nelokélnost’ systému bude maximélna, ¢o implikuje aj maximélne kvantové previazanie

systému:
B=2v2, C=1, “7)

kde B oznacuje Bellovu funkciu a C oznacuje Concurrence. Prejdime teraz k antiferomagne-
tickému stavu AF. Z rovnice (41) vidime, Ze tento stav uzZ neobsahuje Heisenbergove dovjice
spinov v stave singletného diméru, ale pre limitny pripad nulovej Isingovej interakcie .J sa nan
redukuje. Jeho staggered magnetizicia Heisenbergovych spinov preto uz nie je nulova, zatial
¢o uniformnd magnetizicia je nulova:

i, — _%ﬁ, mi = 0. (48)
Pérova korelacnd funkcia medzi x-ovymi zloZkami Heisenbergovych spinov uz taktieZ nenado-
buda extreméalne hodnoty, na rozdiel od parovej korelacnej funkcie medzi z-ovymi zlozkami:

1 J? 1
T _ 1_—1 zz:__. 4
¢ 4\/ 7oA © 4 “9)

Amplitidy pravdepodobnosti jednotlivych spinovych konfigurdcii [1]) a | 1) sa nerovnajd, ako
pri stave singletného diméru (41), €o zniZuje vzdjomné namieSenia danych spinovych konfigu-
récii. Preto sui hodnoty Bellovej funkcie a concurrence mensie ako v predchadzajicom pripade

ferimagnetickej fazy I:

72 72
B=22=pmar S\ i ear (50)
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Vidime, Ze k naruSeniu Bellovej nerovnosti a ku kvantovému previazaniu dochddza vzdy ok-
rem limitného pripadu nulovou hodnotou Heisenbergovej interakcie J = 0. Medzi saturova-
nou paramagnetickou a ferimagnetickou fazou II nie je rozdiel v usporiadani Heisenbergovych
spinov, ale len v usporiadani Isingovych spinov. VSetky fyzikdlne veli¢iny uvedené niZsie opi-
suju iba vlastnosti systému v Heisenbergovom podpriestore, preto maju pre obidva spomenuté
stavy rovnaké hodnoty. Z vinovych funkcii (43) a (44) vidime, Ze tieto fazy neobsahuju kvan-
tovd superpoziciu spinovych stavov Heisenbergovych dimérov a preto su klasickymi stavmi.
Uniformnd magnetizicia je maximalna a staggered je nulovd, pretoze Heisenbergove spiny su

natoc¢ené vZdy do rovnakého smeru:

1
mp =0, mp = 5 (51)

x-ové zlozky susednych Heisenbergovych spinov su v takejto faze nekorelované a z-ova kore-
la¢na funkcia je maximdlne korelovana kvoli nato¢eniu Heisenbergovych spinov pozdlZ z-ovej

0si:
(52)

Tieto fazy su klasické, nedochadza teda k Ziadnemu naruSeniu kvantovej lokélnosti ani ku kvan-

tovému previazaniu:
B =2, C=0. (53)

Bellova funkcia nadobida najvysSiu moZznud hodnotu, pri ktorej eSte nie je systém kvantovo
nelokélny.

Na obr. 3 mdZeme vidiet’ zdvislost’ Bellovej funkcie od zmeny vonkajSieho pol’a a Isingovej
interakcie. Systém naruSuje Bellovu nerovnost’ v kvantovych stavoch - antiferomagnetickom
AF a ferimagnetickom FI. V klasickych stavoch je lokdlny a dosahuje hodnotu B = 2, teda
maximalnu hodnotu, kedy je esSte charakter systému lokdlny. V antiferomagnetickej faze docha-
dza s rastom Isingovej interakcie k poklesu nelokdlnosti - v limitnom pripade nekonecne vel ke;j
Isingovej interakcie, nelokdlnost’ zanika - ¢o mdZeme vidiet” aj z rovnice (50). Ferimagneticka
faza FI je maximdlne nelokdlna na celej svojej parametrickej oblasti, ¢o je vidno aj z rovnice

(47). Vel'kost’ vonkajSieho magnetického pol’a na hodnotu Bellovej funkcie v zdkladnom stave

11
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Obr. 3: Na obréazku je zniazornena Bellova funkcia pri teplote absoldtnej nuly a anizotropnom Clene
A = 1 ako funkcia vonkajSieho pol’a normovaného na parameter .J a Isingovej interakcie J; normovanej

na parameter J.

nijako nevplyva, Co je zjavné aj z predpisov pre vypocet Bellovej funkcie v jednotlivych fa-
zach (47), (50) a (53). MoZeme si tiez v§imnut', Ze prudké zmeny v hodnotich Bellovej funkcie
dobre kopiruji zmeny faz v zdkladnom stave zndzornené na obr. 2 s vynimkou prechodu medzi
saturovanou paramagnetickou SP a ferimagnetickou fazou FII. Je to spdsobené rovnakou vIno-
vou funkciou popisajucou tieto dva stavy v podpriestore 2 susednych Heisenbergovych spinov
nasho systému, vid’ (44) a (43), ked’Ze Bellova funkcia je pocitana prave pre 2 susedné Heisen-
bergove spiny.

Na obr. 4 je zndroznena Concurrence v zavislosti od relativnej vel’kosti vonkajSieho magne-
tického pol’'a a Isingovej interakcie. V zdkladnom stave je vo vel'kej zhode s Bellovou funkciou
zobrazenou na obr. 3 a vSetko, ¢o platilo pre Bellovu funkciu, plati aj pre concurrence. Jediny
rozdiel je v antiferomagnetickej faze, kedy kvantové previazanie zanikd pomalSie ako kvantova

nelokélnost’. Aj tu vSak plati, Ze s rasticou silou Isingovej interakcie, kvantové previazanie

12
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Obr. 4: Na obrazku je zndzornena Concurrence pri teplote absolitnej nuly a anizotropnom ¢lene A = 1

ako funkcia vonkajSieho pol'a normovaného na parameter J a Isingovej interakcie .J; normovanej na

parameter J.

postupne zanika.

3.2 Nenulové teploty

Pri nenulovych teplotdch zaCneme analyzou magnetizacie zobrazenej na obr. 5 a) - d). Na pr-
vom obrdzku 5 a) je zndzornend magnetizdcia systému pre hodnoty parametrov % =05a
A = 1 ako funkcia teploty a magnetizacie. Pri nulovej teplote nachadzame %—nové plato, kedy
sa systém nachadza vo ferimagnetickej faze I. Saturované platé nachadzame, ked’ systém prejde
do saturovanej paramagnetickej fazy. Na obr. 5 b) je zozbrazend magnetizicia pre % =15a
A = 1.V nulovom vonkajSom poli je aj magnetizicia systému nulovd, pricom magnetizaéné
platé s nulovou magnetizaciou pretrvd aZ kym nenastane prechod z antiferomagnetickej AF
do ferimagnetickej fazy FI. Ferimagnetickd fdza FI odpoveda vzniku %—magnetizaéného plato,

ktoré je stabilné az po dosiahnutie satura¢ného pol’a. Saturaénym pol’om dochddza k energetic-

kej stabilizdcii saturovanej paramagnetickej fazy SP. Na obr. 5 ¢) je znazornend magnetizacia
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Obr. 5: Magnetizacia ako funkcia teploty a vonkajSieho magnetického pol’a normovanych na vel’kost’
Heisenbergovej interakcie J pre anizotropny parameter A = 1 a rdézne hodnoty pomeru Isingovej a

Heisenbergovej interakcie: a) % =0.5;b) % =1.5;¢) % =2;d) % = 3.

ako funkcia magnetického pol’'a a teploty pre % = 2aA = 1. Opit’ je magnetizacia pri nulove;j
teplote pre malé hodnoty vonkajSieho magnetického pol’a nulova az kym ned6jde k prechodu
z antiferomagnetickej fazy AF. Pre dany pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie sa do-
stdvame z antiferomagnetickej fazy AF na fazové rozhranie medzi ferimagnetickymi fazami FI
a FII, v ramci ktorého vznikd nové % platé pomerne rychlo zanikajice so zvySujucou teplo-
tou. K saturicii magnetizdcie dochddza v saturovanej paramagnetickej faze. Na obr. 5 d) je na
koniec zobrazend magnetizicia ako funkcia vonkajSieho pol'a a teploty pre % =3aA =1
Opét’ vidime nulové magnetizacné platd v antiferomagnetickej fazy AF, % platé vznikajice fa-
zovym prechodom do ferimagnetickej fazy FII a novu saturdciu pri prechode do saturovane;j

paramagnetickej fazy. Vo vSeobecnosti mdzeme povedat’, Ze s rasticou teplotou sa jednotlivé
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magnetiza¢né platé zmenSuju az kym postupne nezaniknd v dosledku rasticeho vplyvu teplot-
nych exciticii.

Teraz moZeme prejst’ k analyze kvantovej nelokdlnosti a kvantového previazania systému.
Na obr. 6 je zndzornend Bellova funkcia systému v zdvislosti od vonkajSieho magnetického
pol'a a teploty pre pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie % = (.5 a anizotropny para-
meter A = 1. Pri malej hodnote vonkajSieho magnetického pol’a dochadza s jeho narastom aj
k miernemu ndrastu Bellovej funkcie aZ po jej maximdlnu hodnotu, vid’ obr. 6 b), v dosledku
prechodu z antiferomagnetickej fazy AF do ferimagnetickej fazy FI. Pri nulovej hodnote von-
kajSieho magnetického pol’a, taktieZ dochddza k miernemu nérastu Bellovej funkcie v dosledku
teplotnych excitacii do energeticky vysSieho (ale blizkeho) ferimagnetického stavu FI, ktory ma
nelokdlnejsi charakter ako antiferomagnetickd fdza AF. Pri hodnote % = 1.25 pozorujeme pri
nulovej teplote prechod z kvantovej ferimagnetickej fazy FI do klasickej saturovanej paramag-
netickej fazy SP, v dosledku ktorého dochadza k zaniku kvantovej nelokélnosti. Krivka praho-

vej teploty prechodu z kvantovo nelokdlneho charakteru do lokdlneho je klesajicou funkciou

vonksjSieho magnetického pol'a a preto zanikd v nulovej teplote pre uz spominand kritickd

hodnotu % = 1.25.

HIJ

Obr. 6: Bellova funkcia pre anizotropny parameter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie
% = 0.5 v zdvislosti od teploty a vonkaj$om magnetickom poli. Cierna krivka znazorfiuje prahovi

teplotu, pod ktorou je systém kvantovo nelokalny.

Na obr. 7 je zndzornend concurrence v zdvislosti od vonkajSieho magnetického pol'a a tep-

5

loty pre pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie <}

0.5 a anizotropny parameter A = 1.
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Pri nulovej teplote a malom vonkajSom magnetickom poli sa hodnota concurrence opit’ zvySuje
az po maximélnu hodnotu v dosledku prechodu z antiferomagnetickej fazy AF do ferimagne-
povedajuicej ferimagnetickej fazy FI, ktoré je zobrazené na obr. 5 a). Je to spdsobené najvicsou
moznou antikoreldciou medzi dvojicou susednych Heisenbergovych spinov v rdmci stavu sin-
gletného diméra. Zaroven dochddza aj k miernemu narastu concurrence pre zvysujicu sa teplotu
v okoli nulovej hodnoty vonkajSieho magnetického pol'a, kedy systém prechddza v dosledku
teplotnych excitécii z antiferomagnetickej fazy AF do nizkoenergeticky excitovaného stavu od-

povedajuceho ferimagnetickej fdze FI.Teplotna excitdcia sa prejavi aj pri vySSich hodnotach

vonkajSieho pol'a ,% > 1.25, kedy rastuca teplota moze paradoxne vyindukovat' kvantové
previazanie nad kvantovo nepreviazanym zdkladnym stavom. Krivka prahovej teploty zéniku
kvantového previazania v dosledku tepelnej excitdcie preto nie je funkciou vonkajSieho magne-
tického pol'a - najprv pomaly klesd s rasticim magnetickym pol’om a potom sa otoci a klesa
spolu s klesajicim pol’om. Tato zdvislost’ koreluje so vznikom magnetizacného platé saturo-
vanej paramagnetickej fazy - kvantové previazanie zanikd ked’ sa systém dostdva saturovane;j
paramagnetickej fazy v dosledku klasického charakteru tejto fazy s nulovymi kvantovymi ko-

relaciami. Krivka prahovej teploty zaniku kvantového previazania zanika pri rovnakej teplote,

H _

& = 1.25, ako krivka prahovej teploty kvantovej nelokélnosti zobrazenej na obr. 6.

e 10
08

06
04

Jild=05
A=1

HIJ

Obr. 7: ”Concurrence” ako funkcia teploty a vonkajSiecho magnetického pol’a pre anizotropny parameter

A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie % = 0.5. Cierna krivka zndzorfiuje prahovi

teplotu zaniku kvantového previazania.
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Na obr. 8 moéZeme vidiet' Bellovu funkciu pre pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie

Ji

7+ = 1.5. Pre hodnoty vonkajSiecho magnetického pol'a odpovedajuce antiferomagnetickému

zakladnému stavu AF, dochddza k miernemu a kratkemu rastu kvantovej nelokélnosti s rastom
teploty v dosledku teplotnych exciticie. M6Zeme si v§Simnut’, Ze pri nulovej teplote dochddza
k prudkému nérastu Bellovej funkcie aZ do jej maximalnej hodnoty 2v/2 v okoli hodnoty von-
kajSieho pol'a % ~ 0.8, ktoré odpoveda fadzovému prechodu z antiferomagnetickej fazy AF do
ferimagnetickej fazy FI. Prechod z ferimagnetickej fazy FI do saturovanej paramagnetickej fazy
nastdva o nieco neskor - pre hodnotu vonkajSieho magnetického pol'a % = 1.75, preto aj nelo-
kalnost’ zanika pri vy$Som vonkajSom magnetickom poli pdsobiacom na systém ako tomu bolo
v predchadzajicom pripade. Krivka prahovej teploty ako funkcie vonkajSiecho magnetického
pol'a je spociatku klesajica, mdZeme si vSak v§imnut’, Ze na kratkom intervale pre % > 1, svoj
pokles spomal’uje a dochddza k jej miernemu ndrastu. Je to spdsobené stdle pomerne vyraznym
vplyvom ferimagnetickej fazy FI, ktord m4 kvantovo nelokalnejsi charakter ako antiferomagne-

ticka faza AF. Zanika pre hodnotu vonkajSieho magnetického pol'a % = 1.75.

=
Cad

a) HIJ

Obr. 8: Bellova funkcia pre anizotropny parameter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie

HIJ

% = 1.5 v zdvislosti od teploty a vonkaj$om magnetickom poli. Cierna krivka znazoriiuje prahovi

teplotu, pod ktorou je systém kvantovo nelokélny.

Na obr. 9 je znazornena concurrence pre hodnotu pomeru Isingovej a Heisenbergovej in-

5o

terakcie 7

1.5. Takisto ako Bellova funkcia, aj concurrence pre hodnoty vonkajSieho pol’a
odpovedajuce antiferomagnetickej fadze AF mierne a kratko narastd so zvySujticou sa teplotou

v dosledku tepelnej excitdcie. Podobne ako u kvantovej nelokalnosti, aj teraz dochddza k prud-
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kému ndrastu termélnej previazanosti az kym systém nie je maximélne previazany, €o je spo-
sobené prechodom z antiferomagnetickej fazy AF do ferimagnetickej fazy FI. NajvacsSie hod-
noty nadobuda concurrence v parametrickej oblasti, ktord odpoveda %—magnetizaénému platé
ferimagnetickej fazy FI, zndzorneného na obr. 5 b). Opit’ dochéddza k teplotne indukovanému
vzniku termdlneho previazania pre vysSie hodnoty magnetického pol’a, tentoraz pre % > 1.75.
Krivka prahovej teploty zo zaciatku pomaly rastie so zviac¢Sujicim sa vonkajSim magnetickym
pol’om, no potom sa otoci a d’alej klesd v smere zmenSujiceho sa pol'a aZ kym nezanikne v
nulovej teplote pre kritické magnetické pole % = 1.75 odpovedajice fazovému prechodu z fe-
rimagnetickej fazy FI do saturovanej paramagnetickej fazy. Zanik kvantového previazania sa da
vysvetlit' prechodom do saturovanej paramagnetickej fazy aj pre vyssie ako je nula - na obr. 5

b) mdézeme vidiet’, Ze platd tejto fazy vznikd pre podobné hodnoty teploty a vonkajSieho pol'a

ako zanikd previazanie.

HiJ
Obr. 9: ”Concurrence” ako funkcia teploty a vonkajSieho magnetického pol’a pre anizotropny parameter
A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie % = 1.5. Cierna krivka zndzortiuje prahovi

teplotu zaniku kvantového previazania.

Na obr. 10 je zndzornenad Bellova funkcia pre dvojnasobnu hodnotu Isingovej interakcie

oproti Heisenbergovej interakcii. Pri nulovej teplote sa pre malé hodnoty pol’a nachddza systém

v antiferomagnetickej faze, ale pre % = V5 —1az % = 2 sa systém nachdadza presne na

fazovom rozhrani medzi ferimagnetickych faz FI a FII. V tomto bode nastdva skok v hodnote

Bellovej funkcie v nulovej teplote, ktord dosahuje svoju maximalnu hodnotu. Bellova funkcia
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si udrziava svoju maximdlnu hodnotu az kym neddjde k fazovému prechodu do saturovanej
paramagnetickej fazy. Krivka prahovej teploty je klesajuca aZ pokym sa systém nachadza v
antiferomagnetickej faze AF. Na rozhrani ferimagnetickych faz FI a FII je konStantna az kym
systém neprejde do saturovanej paramagnetickej fazy v nulovej teplote pre % = 2 kedy krivka

prahovej teploty zanika.

03

0.2

HIJ

Obr. 10: Bellova funkcia pre anizotropny parameter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej inte-

rakcie % = 2 v zdvislosti od teploty a vonkajom magnetickom poli. Cierna krivka zndzortiuje prahovii

teplotu, pod ktorou je systém kvantovo nelokalny.

Pri concurrence, pre dvojndsobnu Isingovu interakciu voci Heisenbergovej interakcii (obr.
11), takisto dochddza pri nulovej tepltote ku skokovému ndrastu jej hodnoty azZ na maximum
pri zaniku antiferomagnetickej fazy. Dovod je rovnaky ako v pripade Bellovej funkcie. Teraz
vSak dochddza aj k miernemu nérastu hodnoty concurrence pre vyssie teploty (vid’ obr. 11 b)),
ktoré zodpovedaji %—magnetizaénému platé na obr. 5 ¢) vznikajicemu v dosledku koexistencie
ferimagnetickych faz FI a FII. Aj teraz dochddza k termalnemu previazaniu pre hodnoty vonkaj-
Sieho magnetického pol’'a, ktoré v zdkladnom stave zodpovedaju saturovanej paramagnetickej
faze. Krivka prahovej teploty je zo zaCiatku mierne rastiica s rasticim magnetickym pol’om
%, ale potom sa otoci a klesa so zdpornou deriviciou az kym nezanikne pri nulovej teplote
prechodom do saturovanej paramagnetickej fazy pre % = 2. Takisto ako v predchadzajicom
pripade J—Jl = 1.5, aj pre tento pripad je mozné vysvetlit' zdnik termélneho previazania vznikom
klasického plne saturovaného stavu (vid’ obr. 5 c)).

Na obr. 12 je zndzornend Bellova funkcia pre pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie
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Obr. 11: ”Concurrence” ako funkcia teploty a vonkajSieho magnetického pol'a pre anizotropny para-

meter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie % = 2. Cierna krivka znézorfiuje prahovi

teplotu zaniku kvantového previazania.

5

7+ = 3. Systém je slabo kvantovo nelokdlny len pri nizkej teplote a dostatone malom magne-

tickom poli, ktoré odpovedji nulovému magnetizaénému platé v dosledku existencie kvantove;j
antiferomagnetickej fazy AF na obr. 5 d). Prahové teplota je monoténne klesajica funkcia od
magnetického pol'a a zanikd pri prechode z antiferomagnetickej fazy AF do ferimagneticke;j
fazy FII, kedy vznikd vel'ky prepad v hodnote Bellovej funkcie, ktord sice nasledne vel'mi
rychlo vzrastie, ale uz maximalne len na hodnotu B = 2.

Na obr. 13 je vykreslend concurrence pre % = 3. Kvantova previazanost’ dosahuje naj-
vysSie hodnoty v nulovej teplote pre hodnoty vonkajSieho magnetického pol’a odpovedajice
antiferomagnetickej faize AF - teda nulovému magnetizaénému platé pre dani hodnotu pomeru
interakcii (obr. 5 d)). Dochéddza ale k vel'mi zaujimavému vzniku termélneho previazania nad
kvantovo nepreviazanymi zakladnymi stavmi ferimagnetickej fazy FII a saturovanej paramag-
netickej fazy pre hodnotu vonkajSieho magnetického pol’a % 2 1.15, kedy dochadza k pre-
chodu z ferimagnetickej fazy FII. Pre hodnoty vonkajSieho magnetického pol'a % > 3 doché-
dza k prechodu zo saturovanej fazy. ZvicSenie parametrickej oblasti termélneho previazania v
okoli hodnoty vonkajSieho magnetického pol'a % = 3 odpovedd v zdkladnom stave prechodu

z ferimagnetickej fazy FII do saturovanej paramagnetickej fazy. Zanik previazanosti odpoveda

dvom magnetickym platé - najprv % platé ferimagnetickej fazy II a nasledne aj saturovanému
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Obr. 12: Bellova funkcia pre anizotropny parameter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej inte-
rakcie % = 3 v zdvislosti od teploty a vonkaj§om magnetickom poli. Cierna krivka znézoriiuje prahovi

teplotu, pod ktorou je systém kvantovo nelokalny.

Obr. 13: ”Concurrence” ako funkcia teploty a vonkajSieho magnetického pol’a pre anizotropny para-

meter A = 1 a pomer Isingovej a Heisenbergovej interakcie % = 3. Cierna krivka znazortiuje prahovi

teplotu zaniku kvantového previazania.

platé (vid’ obr. 5 d)). ZviacSenie parametrickej oblasti termdlneho previazania koreSponduje s
hodnotami medzi tymito dvoma platé. Krivka prahove;j teploty zanikd v nulovej teplote pre hod-
notu vonkajSieho magnetického pol’a, ktoré zodpoveda prechodu z antiferomagnetickej fazy AF

do paramagnetickej fazy II.
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4 Zaver

Zaverom mdzeme povedat’, Ze s rastiicou teplotou a rasticou Isingovou interakciou zvacsa klesa
kvantovéa nelokdlnost’ ako aj kvantové previazanie systému. Toto tvrdenie ale nie je vSeobecne
platné ked’Ze sa ndm podarilo dokdzat’ vznik termalneho previazania nelokdlnosti v dosledku
teplotnych excitécii z klasickych zdkladnych stavov. Zaujimavé je aj zistenie, Ze ak je systém v
nejakej oblasti kvantovo nelokdlny, musi tam byt’ aj kvantovo previazany, ale naopak to neplati.
Tato skutoCnost’ zrejme stivisi s vicSou odolnost’ ou kvantového previazania voci narastajicim
teplotdm v porovnani s kvantovou nelokédlnost ou a méZeme teda konStatovat’, Ze kvantové pre-
viazanie je tepelne odolnejSie voci svojmu zdniku ako kvantova nelokdlnost’. Ak sa systém
dostane do stavu, ktory odpovedd magnetizanému platé urcitej kvantovej fazy, jeho nelokal-
nost’ aj previazanie rastie. Naopak, ak sa dostane do stavu, ktory odpovedd magnetizacnému
platé urcitej klasickej fazy, jeho kvantova nelokdlnost’ aj previazanie zanikaji a moZe dojst’ iba
k termalnemu previazaniu vd’aka teplotnym exciticidm. Je to spésobené tym, Ze stavy mimo

v

klasickych fdz mézu vykazovat’ vacsiu mieru kvantovych korel4cii aj pri vysSich teplotéach.
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