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Motivace

Motivace

Celkové pozorované multiplicity jednotlivých druhů částic souhlaśı se
statistickým modelem p̌ri teplotách nad 160 MeV.

Teplotu fázového p̌rechodu lze stanovit také pomoćı metod QCD na
mř́ıžce → susceptibility jako funkce teploty se měńı nejrychleji →
150 MeV.

Susceptibility se projevuj́ı ve vyš̌śıch momentech rozděleńı multiplicity.

Ćılem je zjistit, jak rychle r̊uzné momenty dosáhnou své rovnovážné
hodnoty a jak se chovaj́ı mimo rovnováhu.

Vývoj rozděleńı multiplicity mimo rovnováhu je popsán pomoćı ř́ıd́ıćı
rovnice.
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Ř́ıd́ıćı rovnice

Ř́ıd́ıćı rovnice

Předpokládejme binárńı proces a1a2 → b1b2, kde a 6= b, jako je nap̌r.
reakce πN → KΛ

Ř́ıd́ıćı rovnice pro pravděpodobnosti Pn, že najdeme n pár̊u b1b2 v
čase τ , má následuj́ıćı tvar

dPn

dτ
= ε [Pn−1 − Pn]−

[
n2Pn − (n + 1)2Pn+1

]
, (1)

kde n = 0, 1, 2, 3..., ε = G 〈Na1〉 〈Na2〉 /L, τ = t L/V - bezrozměrný
čas, V /L = τ c

0 - relaxačńı čas, V - vlastńı objem reakce.

Pro tepelná rozděleńı hybnost́ı částic → G - ”kreačńı člen”, L -
”anihilačńı člen” ⇒ tepelné pr̊uměry účinných pr̊ǔrez̊u
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Časový vývoj faktoriálńıch moment̊u

Časový vývoj faktoriálńıch moment̊u

Normovaný druhý faktoriálńı moment

F2(τ) = 〈N(N − 1)〉 / 〈N〉2 , (2)

normovaný ťret́ı faktoriálńı moment

F3(τ) = 〈N(N − 1)(N − 2)〉 / 〈N〉3 (3)

a normovaný čtvrtý faktoriálńı moment

F4(τ) = 〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉 / 〈N〉4 . (4)

Rozděleńı multiplicity necháme vyv́ıjet v čase podle ř́ıd́ıćı rovnice.

Numericé výpočty → binomické počátečńı podḿınky.
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Výsledky

Časový vývoj 2., 3. a 4. faktoriálńıho momentu, které jsou
p̌redělené jejich rovnovážnými hodnotami

ε = 0.1

N0 = 0.005

Stejně rychlá termalizace
moment̊u

Č́ım vyš̌śı moment, t́ım dál od
rovnováhy fluktuuje
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Pro daľśı studium p̌ridáme závislost na teplotě a reálném čase.

V p̌ŕıpadě neměnné teploty → rovnice formulována v bezrozměrném
čase.

Vývoj budeme poč́ıtat pro konkrétńı chemickou reakci
π+ + n −→ K+ + Λ0.

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase má tvar

dPn

dt
(t) =

G

V
〈Na1〉 〈Na2〉 [Pn−1(t)− Pn(t)]

− L

V

[
n2Pn(t)− (n + 1)2Pn+1(t)

]
,

(5)

kde G ≡ 〈σGv〉 a L ≡ 〈σLv〉.
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě -postupná změna teploty

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě - postupná změna teploty

Po úplné termalizaci faktoriálńıch moment̊u teplota klesá podle
Bjorkenova modelu z počátečńı teploty T0 = 165 MeV podle vztahu

T = T0
t0

t
(6)

až na teplotu T = 100 MeV, t0 je čas hadronizace pro T = 165 MeV
→ t0 = 6 fm/c.

Objem systému se měńı podle vztahu

V = V0
t

t0
. (7)

Abychom źıskali v našich výsledkách čas termalizace kvark-gluonového
plazmatu (okolo 10 fm/c) → r̊uzně p̌reškálujeme účinné pr̊ǔrezy.
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Výsledky

Normované faktoriálńı momenty pro postupnou změnu
teploty

Pokles ze 165 MeV na
100 MeV

Čas termalizace okolo 10 fm/c

Pro 15 pionů a 10 neutronů

200krát zvěťsený účinný pr̊ǔrez
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Teplota vymrznut́ı

Teplota vymrznut́ı

Momenty nastav́ıme na počátku na rovnovážné hodnoty → necháme
je vyv́ıjet → hledáme teplotu, p̌ri které by termalizovaný systém vedl
k dané hodnotě faktoriálńıho momentu v rovnovážném stavu →
zpětné určeńı zdánlivé teploty vymrznut́ı.
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Centrálńı momenty

Centrálńı momenty

Při zpracováńı dat → momenty centrálńı, pop̌r. jejich kombinace.

2. centrálńı moment (variance) µ2 =
〈
N2
〉
− 〈N〉2.

3. centrálńı moment µ3 =
〈
(N − 〈N〉)3

〉
.

4. centrálńı moment µ4 =
〈
(N − 〈N〉)4

〉
.

Koeficient šikmosti S =
µ3

σ3
=

〈
(N − 〈N〉)3

〉
〈(N − 〈N〉)2〉3/2

.

Koeficient špičatosti κ =
µ4

σ4
− 3 =

〈
(N − 〈N〉)4

〉
〈(N − 〈N〉)2〉2

− 3.
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Výsledky

Zdánlivá teplota vymrznut́ı 3.(vlevo) a 4. (vpravo)
centrálńıho momentu pro postupnou změnu teploty

Pokles ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊ǔrezy, pro 15
pionů a 10 neutronů

Jiné zdánlivé teploty vymrznut́ı pro každý moment
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Výsledky

Zdánlivá teplota vymrznut́ı koeficientu šikmosti (vlevo) a
špičatosti (vpravo) pro postupnou změnu teploty

Pokles ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊ǔrezy, pro 15
pionů a 10 neutronů
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Daľśı poměry centrálńıch moment̊u

Daľśı poměry centrálńıch moment̊u

Zat́ımco 2., 3. a 4. centrálńı moment klesaj́ı, koeficient šikmosti a
špičatosti rostou → závislost na tom, jaký poměr zvoĺıme.

Poměry nezávislé na objemu → užitečné pro srovnáńı s
experimentálńımi daty, nap̌r.

R32 =
µ3

µ2
= Sσ (8)

nebo
R12 =

µ1

µ2
= M/σ2, (9)

kde S je koeficient šikmosti, σ je směrodatná odchylka a M je počet
částic 〈N〉.
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Daľśı poměry centrálńıch moment̊u

Koeficient R32 (vlevo) a R12 (vpravo) pro postupnou
změnu teploty

Pokles ze 165 MeV na 100 MeV pro r̊uzné účinné pr̊ǔrezy, pro 15
pionů a 10 neutronů
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Závěr

Závěr

Teplotu fázového p̌rechodu je možné také stanovit mě̌reńım vyš̌śıch
moment̊u rozděleńı multiplicity protonů → porovnáńı s výsledky pro
susceptibility baryonového č́ısla.

Fluktuace počtu baryonů obvykle vedou k zdánlivě nižš́ı teplotě
fázového p̌rechodu než zkoumáńı počtu částic → možná proto, že
vyš̌śı momenty zdánlivě ukazuj́ı jinou teplotu, než p̌ri jaké systém
opravdu máme.

V nerovnovážném stavu se vyš̌śı faktoriálńı momenty v́ıce lǐśı od svých
rovnovážných hodnot než momenty nižš́ı.

Chováńı kombinaćı centrálńıch moment̊u záviśı na tom, jakou
kombinaci moment̊u zvoĺıme =⇒ zkoumáńı v́ıce realistických p̌ŕıpadů
jako je nap̌r. reakce π + N → ∆→ π + N.
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Dodatečné slidy

Dodatečné slidy
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Generuj́ıćı funkce

Generuj́ıćı funkce

Rovnici pro pravděpodobnosti Pn můžeme p̌revést na parciálńı
diferenciálńı rovnici pro generuj́ıćı funkci

g(x , τ) =
∞∑

n=0

xnPn(τ). (10)

Z derivaćı generuj́ıćı funkce pak můžeme spoč́ıtat momenty.

Vynásobeńım rovnice (10) xn a vysč́ıtáńım p̌res n źıskáme

∂g(x , τ)

∂τ
=

L

V
(1− x)(xg ′′ + g ′ − εg), (11)

kde g ′ ≡ ∂g/∂x .

g(1, τ) se neměńı v čase, což je ekvivalentńı zachováńı celkové
pravděpodobnosti.
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Generuj́ıćı funkce

Řešeńı v rovnovážném stavu geq.(x) źıskáme po vy̌rešeńı rovnice

xg
′′
eq. + g

′
eq. − εgeq. = 0. (12)

Řešeńı, které je regulérńı v x = 0 (g(0) = P0 ≤ 1)

geq.(x) =
I0(2
√
εx)

I0(2
√
ε)
, (13)

g(1) =
∑

Pn = 1.

Pr̊uměrný počet b1b2 pár̊u v 1 eventu v rovnováze

〈N〉eq. = g ′eq.(1) =
√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
. (14)
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Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Vyš̌śı faktoriálńı momenty můžeme vyjáďrit pomoćı derivaćı generuj́ıćı
funkce g(x , τ), která je dána rovnićı (10).

Při odvozeńı byly použity tyto vztahy pro modifikované Besselovy
funkce

I
′
0(z) = I1(z), (15)

I
′
1(z) =

1

2
(I2(z) + I0(z)), (16)

I
′
2(z) =

1

2
(I3(z) + I1(z)), (17)

I
′
3(z) =

1

2
(I4(z) + I2(z)). (18)
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Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Druhý faktoriálńı moment

Druhá derivace generuj́ıćı funkce

g
′′
eq.(x) = −1

2

√
εx−3/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+ ε
1

x

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

. (19)

Rovnovážná hodnota druhého faktoriálńıho momentu

〈N(N − 1)〉eq. = g
′′
eq.(1) = −1

2

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

.

(20)
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Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Třet́ı faktoriálńı moment

Třet́ı derivace generuj́ıćı funkce

g
′′′
eq.(x) =

3

4
x−5/2√ε I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)
− 5

4
ε

1

x2

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
1

2
ε3/2 1

x3/2

I3(2
√
εx) + 3I1(2

√
εx)

2I0(2
√
ε)

.

(21)

Rovnovážná hodnota ťret́ıho faktoriálńıho momentu

〈N(N − 1)(N − 2)〉eq. = g
′′′
eq.(1) =

3

4

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− 5

4
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

+
1

4
ε3/2 I3(2

√
ε) + 3I1(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

.

(22)
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Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Čtvrtý faktoriálńı moment

Čtvrtá derivace generuj́ıćı funkce

g IV .
eq. (x) =

3

8
ε

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

− 15

8

√
εx−7/2 I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
5

2
ε

1

x3

I2(2
√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

− 5

8
ε3/2 1

x5/2

I3(2
√
εx) + I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

−3

8

1

x5/2

I3(2
√
εx) + 3I1(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

+
1

8
ε2 1

x2

I4(2
√
εx) + 2I2(2

√
εx) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

.

(23)
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Vyš̌śı faktoriálńı momenty v rovnovážném stavu

Rovnovážná hodnota čtvrtého faktoriálńıho momentu

〈N(N − 1)(N − 2)(N − 3)〉eq. = g IV .
eq. (1) =

23

8
ε
I2(2
√
ε) + I0(2

√
ε)

I0(2
√
ε)

−15

8

√
ε
I1(2
√
ε)

I0(2
√
ε)
− ε3/2 4I3(2

√
ε) + 7I1(2

√
ε)

4I0(2
√
ε)

+
1

8
ε2 I4(2

√
ε) + 2I2(2

√
ε) + I0(2

√
εx)

I0(2
√
ε)

.

(24)
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Počátečńı podḿınky

Binomické počátečńı podḿınky

Předpokládáme, že na počátku je v daném eventu maximálně 1
částice.

Počátečńı podḿınky maj́ı potom tvar

P0(τ = 0) = 1− N0 (25)

P1(τ = 0) = N0 (26)

Pn(τ = 0) = 0, n > 1 (27)

kde N0 je počátečńı pr̊uměrný počet částic.

V tomto p̌ŕıpadě zač́ınaj́ı faktoriálńı momenty v 0.
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Výsledky

Časový vývoj 2. faktoriálńıho momentu pro binomické
počátečńı podḿınky. Druhý faktoriálńı moment pro r̊uzné
hodnoty pr̊uměrného počátečńıho počtu částic N0 a pro
ε = 0.1
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Výsledky

2., 3. a 4. faktoriálńı moment pro binomické počátečńı
podḿınky pro ε = 0.1 a N0 = 0.005
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Pro poťreby pr̊uměrováńı p̌res relativńı rychlosti jsme p̌redpokládali,
že jsou hybnosti rozděleny podle Boltzmannova rozděleńı

ni (p) ∝ exp

−
√

m2
i + p2

T

 , (28)

kde p je hybnost, mi je hmotnost částice i a T je teplota.

Pr̊uměrný účinný pr̊ǔrez

〈
vijσ

X
ij

〉
=

∫∞√
s0
dxσX

ij (x)K1(
x

T
)
[
x2 − (mi + mj )

2
] [
x2 − (mi −mj )

2
]

4m2
i m

2
j TK2(mi/T )K2(mj/T )

,

(29)
kde Ki jsou modifikované Besselovy funkce a√
s0 = max(mi + mj ,Σfinalma) je prahová energie reakce.
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Pokud známe účinný pr̊ǔrez pro reakci a1a2 → b1b2, účinný pr̊ǔrez
pro inverzńı reakce vycháźı z p̌redpokladů fázového prostoru jako

σ34−→12(
√
s) =

(2J3 + 1)(2J4 + 1)

(2J1 + 1)(2J2 + 1)

p2
cm(s,m1,m2)

p2
cm(s,m3,m4)

× σ12−→34(
√
s),

(30)
kde Ji a mi jsou spiny a hmotnosti částic, které se účastńı reakce, a
pcm je hybnost v soustavě hmotného sťredu definovaná jako

p2
cm(s,m1,m2) =

[
s − (m2

1 + m2
2)
]2 − 4m2

1m
2
2

4s
. (31)
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě a reálném čase

Reakce π+ + n −→ K+ + Λ0.

Pro hmotnosti a spiny plat́ı

mπ+ = 139, 570 MeV, mn = 939, 565 MeV, mΛ0 = 1116 MeV,

mK + = 493, 667 MeV,
(32)

dπ+ = 0, dn = 2, dΛ0 = 2, dK + = 0. (33)

Objem reakce uvažujeme V = 125 fm3.

Účinný pr̊ǔrez pro tuto reakci je

σΛK
πN =

0, 054 · (s1/2 − 1, 61)

0, 091
fm2, 1, 7 ≥ s1/2 ≥ 1, 61 GeV, (34)

σΛK
πN =

0, 0045

s1/2 − 1, 6
fm2, s1/2 ≥ 1, 7 GeV, (35)

σΛK
πN = 0 fm2, s1/2 ≤ 1, 61 GeV. (36)
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Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě - konstantńı teplota

Ř́ıd́ıćı rovnice závislá na teplotě - konstantńı teplota

4. faktoriálńı moment p̌redělený svou rovnovážnou hodnotou pro
r̊uzné teploty T = 165 MeV, T = 145 MeV a T = 125 MeV pro 15

pionů a 10 neutronů.
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