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Abstrakt

Uº nieko©ko desiatok rokov skúmajú vedci vo svetových laboratóriach zráºky atómo-

vých jadier pri vysokých energiách. Jedným z ich cie©ov je skúmanie kvarkovo-gluónovej

plazmy, ktorá pri týchto zráºkach vzniká. Po zráºke sa plazma postupne mení na plyn

hadrónov, ktorý expanduje nerovnomerne. To má za následok merate©nú anizotropiu

produkcie hadrónov. Anizotropia horúcej hmoty môºe by´ priestorová alebo expanzná.

Okrem samotného spektra anizotropia ovplyv¬uje aj korela£nú funkciu. Korela£né

polomery preto tieº vykazujú anizotropiu. V prvej £asti tejto práci sa zaoberáme tým,

ako priemerovanie ovplyv¬uje tvar korela£nej funkcie. Preto aj s£ítavaním gaussovských

emisných funkcií môºeme dosta´ negaussovskú korela£nú funkciu.

V druhej £asti sme sa zamerali na azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov si-

mulovaných udalostí. Ak udalosti zotriedime pod©a ich podobnosti, budeme schopní

skúma´ korelácie malých tried udalostí.

K©ú£ové slová: Korela£ná femtoskopia, gaussovská funkcia, triedenie udalostí pod©a

tvaru
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Abstract

Scientists in world laboratories investigate high energy collisions of atomic nuclei

for several decades. One of their objectives is the research of quark-gluon plasma, which

is created in these collisions. After collision, plasma changes into a gas of hadrons. The

hot drop of matter is customarily called �reball. This �reball isn't homogeneous and

expands anisotropically due to inhomogeneities of the initial energy density distribu-

tion. This leads to measurable anisotropy of produced hadrons. The anisotropy of the

�reball can show up in its shape and expansion.

Anisotropies also a�ect the correlation function. Therefore correlation radii show

an anisotropy. In the �rst part of this work we study how averaging in�uences the

shape of correlation function. That's why we can get nongaussian correlation function

by summing gaussian emission functions.

In the second part we focused on azimuthal dependence of correlation radii of

simulated events. If we sort events by its similarity, we will be able to study correlations

of small classes of events.

Keywords: Correlation femtoscopy, gaussian function, event shape sorting
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Zoznam pouºitých skratiek, zna£iek a

kon²tánt

SPS Super Proton Synchrotron

CERN Európska organizácia pre jadrový výskum
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RHIC Relativistic Heavy Ion Collider
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MeV megaelektrónvolt (1 MeV = 1, 602× 10−13 J)

fm femtometer

pt prie£na hybnos´

mt prie£na hmotnos´

Y pozd¨ºna rapidita

xµ ²tvorvektor polohy

uµ ²tvorvektor rýchlosti

pµ ²tvorvektor hybnosti

τ pozd¨ºny vlastný £as

η £asopriestorová rapidita

φ uhol, pod ktorým sledujeme emisiu hadrónov

θ polárny uhol

θb uhol kolmý na povrch horúcej hmoty
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Zoznam pouºitých skratiek, zna£iek a kon²tánt xi
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J(r, ϕ) jacobián transformácie súradníc

vn koe�cienty Fourierovho rozvoja hybnostného spektra

C(q,K) korela£ná funkcia

R2
µ korela£né polomery



Úvod

Ur£i´ zloºenie hmoty je jednou zo základných úloh fyziky. Vedcom sa uº podarilo

dokáza´, ºe sa hmota skladá z atómov, tie sa ¤alej skladajú z hadrónov a leptónov

a hadróny sa skladajú z kvarkov. Za normálnych podmienok sa kvarky zoskupujú vo

dvojiciach v mezónoch alebo v trojiciach v baryónoch. Pri ve©mi vysokých tlakoch a

teplotách je ale hustota hadrónov tak vysoká, ºe silná interakcia za£ne pôsobi´ aj medzi

kvarkami dvoch rôznych hadrónov a vznikne plyn oslobodených kvarkov a gluónov.

Takéto skupenstvo látky nazývame kvarkovo-gluónová plazma. Pre fyziku je dôleºitá

najmä kvôli tomu, ºe tvorila vesmír pár milisekúnd po Ve©kom tresku.

Teóriu o kvarkovo-gluónovej plazme priniesli teoretici v roku 1975. V 80. rokoch 20.

storo£ia tak za£ali experimenty, ktoré mali dokáza´ existenciu tohoto skupenstva. Ako

prví sa o to pokú²ali vedci na urých©ova£i Bevalac v meste Berkeley. Nepodarilo sa

im ale vytvori´ dostato£ne ve©kú energiu pre vznik plazmy. Neskôr sa o to úspe²nej²ie

pokú²ali na urých©ova£och SPS v CERN-e a AGS v laboratóriu BNL. Po získaní do-

stato£ného mnoºstva dát mohli vedci z CERN-u o�ciálne vyhlási´ kvarkovo-gluónovú

plazmu za objavenú v roku 2000. �al²ie experimenty, v ktorých sa vedci snaºia získa´

nové informácie, prebiehajú dodnes na urých©ova£och RHIC v USA a LHC vo �vaj£iar-

sku. V týchto experimentoch sa vedci snaºia zisti´ nie£o viac o vlastnostiach plazmy.

Ultrarelativistické zráºky

A ako sa vlastne takáto plazma h©adá? Kvarkovo-gluónová plazma vznikla v dô-

sledku Ve©kého tresku. Preto ak ju chceme vytvori´, musíme vytvori´ akýsi malý tresk,

v ktorom budú podmienky aspo¬ trochu porovnate©né s tými pri vzniku vesmíru. Preto

staviame obrovské urých©ova£e £astíc. V laboratóriach urýchlime jadrá ´aºkých prvkov

(napr. 206Pb) na rýchlosti tak blízke rýchlosti svetla, ºe sa pokojová energia týchto

prvkov stáva zanedbate©nou oproti celkovej energii. Takéto rýchlosti nazývame ultra-

relativistické. Energie pri tom môºu dosahova´ hodnoty od nieko©kých GeV aº po 2750

GeV/nukleón1. Ke¤ necháme dva takéto zväzky ´aºkých jadier aby sa zrazili, môºe

vzniknú´ hmota s hustotou energie dostato£nou pre vznik plazmy.
1Toto je horná hranica energie na LHC.
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Úvod 2

To, ºe sme pri zráºke plazmu skuto£ne na²li, nám prezradilo meranie potla£enia

jetov. Jety sú prúdy £astíc, ktoré vychádzajú zo zráºky v tvare kuºe©a. V prípade, ºe

plazma pri zráºke vznikla, bude interagova´ s prvotnými tvrdými partónmi, £o vedie

k strate ich energie. Táto strata energie sa prejavuje v potla£ení jetov. K©ú£ovým

pozorovaním bolo meranie uhlových korelácií produkovaných hadrónov na STARe. Zo

zákona zachovania hybnosti vyplýva, ºe jety musia by´ vºdy v pároch oproti sebe.

Meranie v²ak ukázalo, ºe k jetom chýbali ich partneri na druhej strane, ktoré boli

potla£ené, £o nám dokazuje existenciu kvarkovo-gluónovej plazmy.

Pri zráºkach £astíc pri najvy²²ích dosiahnute©ných energiách teda dochádza ku

vzniku kvarkovo-gluónovej plazmy. Tá sa v dôsledku obrovskej energie postupne roz-

pína a chladne. Ke¤ jej hustota energie klesne pod ur£itú hranicu, plazma prestane

existova´ a zmení sa na plyn hadrónov. Kým je hustota energie e²te dos´ vysoká, had-

róny sa nachádzajú dos´ blízko seba na to, aby na seba pôsobili silnou interakciou.

Horúca hmota sa ¤alej rozpína a chladne, aº dokým silná interakcia nezanikne. Vtedy

za£nú by´ hadróny z horúcej hmoty emitované. Tento proces nazývame vymrznutie.

Experimenty ukazujú, ºe pri zráºkach vznikajú anizotropie v prie£nom reze zráºky.

Produkcia hadrónov preto závisí od azimutálneho uhla. To dokazuje, ºe sa v horúcej

hmote po zráºke nachádzajú nehomogenity. Nehomogenity spôsobujú gradient tlaku

v horúcej hmote a teda tieº kolektívny pohyb hmoty. Vytvorením hydrodynamickej

simulácie a porovnaním jej výsledkov s experimentom môºeme ur£i´ tlak v hmote.

Tlak je previazaný s hustotou energie v stavovej rovnici a jeho ur£ením by sme tak

mohli nájs´ stavovú rovnicu.

Ke¤ºe sa jedná o prácu v oblasti relativity a jadrovej fyziky, budeme v nej pouºíva´

pre zjednodu²enie prirodzenú sústavu jednotiek c = ~ = kB = 1. V tejto sústave majú

hmotnos´, hybnos´, energia a teplota rovnaký fyzikálny rozmer, ktorý budeme uvaºova´

v jednotkách MeV. Z prirodzenej sústavy jednotiek tieº vyplýva, ºe £as má rovnaký

fyzikálny rozmer ako d¨ºka, a obe veli£iny budeme po£íta´ v jednotkách fm. Zárove¬

platí vz´ah prepájajúci tieto fyzikálne rozmery, ktorý vyplýva z toho, ºe ~c = 1 a tieº

~c = 197, 3 MeV.fm. Platí teda

1fm =
1

197, 3 MeV
.



Kapitola 1

Korela£ná femtoskopia

Pri ultrarelativistických jadrových zráºkach dochádza k fázovému prechodu za

vzniku kvarkovo-gluónovej plazmy. Tá postupne chladne, rozpína sa a kvarky sa znovu

zdruºujú do hadrónov. Tie z horúcej hmoty vylietajú a sú detekované na detektoroch.

Medzi bozónmi môºeme pozorova´ koreláciu, ktorá je tam kvôli symetrizácii vlnových

funkcií a kvôli vzájomnej interakcii bozónov, ktoré letia blízko seba. Z nich sa naj£as-

tej²ie jedná o pióny. Meraním korelácie môºeme skúma´ ²truktúru horúcej hmoty na

úrovni femtometrov.

Aby sme sa dostali ku korela£ným funkciám, musíme najskôr zade�nova´ nieko©ko

pojmov.

1.1 Vo©ba súradníc

Pri zráºkach £astíc sa smer zväzku ozna£uje ako os z. Tento smer je tieº nazývaný

longitudinálny alebo pozd¨ºny. Prie£ny rez zráºky nám vytvorí transverzálnu (prie£nu)

rovinu de�novanú súradnicami x a y.1 Ke¤ºe budeme skúma´ expanziu v prie£nej

rovine, má zmysel zade�nova´ si prie£nu hybnos´ a s ¬ou súvisiacu prie£nu hmotnos´

pt =
√
p21 + p22 (1.1)

mt =
√
m2 + p2t . (1.2)

Pri ultrarelativistických rýchlostiach je vhodné zade�nova´ si veli£inu, ktorá bude

opisova´ rýchlos´ efektívnej²ie. Ke¤ má £astica rýchlos´ napr. 0, 99998, najefektívnej²ou

informáciou je pre nás to, ko©ko má toto £íslo deviatok. Takouto veli£inou je pozd¨ºna

rapidita

Y =
1

2
ln

(
E + p3
E − p3

)
=

1

2
ln

(
1 + v3
1− v3

)
. (1.3)

1Osi x, y a z budeme £íslova´ klasicky, t.j. x1 = x, x2 = y a x3 = z.

3



KAPITOLA 1. KORELA�NÁ FEMTOSKOPIA 4

Rapidita má e²te jednu dôleºitú vlastnos´, a to ºe sa pri Lorentzových transformáciach

mení iba o kon²tantu. Pomocou rapidity môºeme napísa´ ²tvorvektor hybnosti v tvare

pµ = (mt coshY, pt cosφ, pt sinφ,mt sinhY ). (1.4)

Podobne ako hybnosti môºeme aj súradnice z a t prepísa´ pomocou £asopriestorovej

rapidity η a pozd¨ºneho vlastného £asu τ pomocou vz´ahov

τ =
√
t2 − z2 (1.5a)

η =
1

2
ln

(
t+ z

t− z

)
. (1.5b)

Tieto vz´ahy sa dajú prepísa´ do tvaru

z = τ sinh η (1.6a)

t = τ cosh η. (1.6b)

Súradnice v prie£nej rovine môºme prepísa´ pomocou klasických polárnych súrad-

níc. �tvorvektor polohy potom môºeme písa´ ako

xµ = (τ cosh η, r cos θ, r sin θ, τ sinh η). (1.7)

1.2 Smer expanzie

Pri emisii hadrónov z horúcej hmoty je dôleºité uvedomi´ si, akým smerom hmota

expanduje. Je prirodzené uvaºova´, ºe kolektívny pohyb hmoty je v smere od stredu

horúcej hmoty. V prípade horúcej hmoty bez anizotropií je to jediná rozumná moºnos´.

Ak má hmota priestorovú anizotropiu, vzniká tu aj iná moºnos´. Hmota sa môºe kolek-

tívne pohybova´ v smere kolmom na svoj povrch. V tejto práci budeme uvaºova´ túto

moºnos´. Motiváciu nám k tomu dáva to, ºe pohyb hmoty je spôsobený rozdielnym

tlakom a smer tohto pohybu je v smere najvä£²ieho gradientu tlaku. A ten je práve v

smere kolmom na povrch. Navy²e dáta namerané na detektore STAR [1] potvrdzujú

správnos´ tejto úvahy v prípade eliptickej anizotropie [2]. Táto skuto£nos´ nám do mo-

delu pridáva ¤al²í uhol, ktorý budeme musie´ zoh©adni´ v na²ich výpo£toch. Pre lep²í

preh©ad budeme uhly ozna£ova´ nasledovne:

• φ je azimutálny uhol hybnosti, pod ktorým sledujeme, ako sú hadróny emitované

• θ je uhol klasických polárnych súradníc, cez ktorý budeme integrova´ emisnú

funkciu

• θb je uhol kolmý na plochu horúcej hmoty prislúchajúci miestu na okraji hmoty

leºiacom pod uhlom θ (obrázok 1.1).
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Obr. 1.1: Rozdiel medzi uhlami. Na obrázku je znázornená de�nícia uhla θb a tieº

ukáºka toho, ako θb závisí na θ. Hrubá £iara znázor¬uje okraj horúcej hmoty.

Hmota expanduje pod uhlom θb. Jej prie£nu rýchlos´ tak môºeme previes´ do po-

lárnych súradníc

vx = vt cos θb (1.8a)

vy = vt sin θb. (1.8b)

Prie£na rýchlos´ bude závislá od vzdialenosti od stredu hmoty. �tvorvektor rýchlosti si

môºeme napísa´ pomocou prie£nej rapidity ρ ako

uµ = (cosh η cosh ρ, sinh ρ cos θb, sinh ρ sin θb, cosh ρ sinh η). (1.9)

Prie£na rapidita ρ rastie so vzdialenos´ou od stredu horúcej hmoty a práve ju vy-

uºijeme na parametrizáciu expanznej anizotropie v nasledujúcej kapitole.

1.3 Emisná funkcia

Na opis emisie hadrónov sa zavádza emisná funkcia S(x, p). Formálne ide o Wigne-

rovu hustotu vo fázovom priestore. Udáva nám pravdepodobnos´ emisie £astice s hyb-

nos´ou p v mieste s polohovým ²tvorvektorom x. Emisná funkcia charakterizuje jed-

notlivé modely.

Integrovaním emisnej funkcie cez objem horúcej hmoty dostávame hybnostné spek-

trum emitovaných hadrónov

P (pt, φ) =
d3N

ptdptdY dφ
=

∫
S(x, p)d4x. (1.10)

Toto spektrum závisí od uhla φ. Navy²e vieme, ºe táto závislos´ musí by´ 2π-periodická.

To nám hovorí, ºe spektrum môºeme rozvinú´ do Fourierovho radu

P (pt, φ) =
1

2π

d2N

ptdptdY

∣∣∣∣∣
Y=0

(
1 +

∞∑
n=1

2vn(pt) cos(n(φ− θn))

)
. (1.11)
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Tu sme sa zamerali iba na £astice v strednej rapidite. Koe�cienty Fourierovho rozvoja

môºeme vo v²eobecnosti vyjadri´ v tvare

vn(pt) =

∫ 2π

0
P (pt, φ) cos(n(φ− θn))dφ∫ 2π

0
P (pt, φ)dφ

. (1.12)

Uhly θn nám ur£ujú nato£enie n-tej harmonickej zloºky vzh©adom na reak£nú ro-

vinu. Zárove¬ sú to parametre vo Fourierovom rozvoji.

1.4 Dvoj£asticová korelácia

�al²ím vhodným prostriedkom na meranie vlastností jadrových zráºok je HBT fem-

toskopia. Jedná sa o meranie korelácií párov identických bozónov z horúcej hmoty. Túto

metódu vymysleli na meranie uhlovej ve©kosti rádioastronomických zdrojov v 50. ro-

koch Robert Hanbury Brown a Richard Q. Twiss. Aplikácia ich metód síce nie je rov-

naká ako v jadrovej fyzike, ale princípy sú.

Skúmame koreláciu vzniku dvoch hadrónov s hybnos´ami p1 a p2. Korela£ná funkcia

je de�novaná ako pomer dvoj£asticového spektra a dvoch jedno£asticových spektier.

Korela£ná funkcia má tvar

C(p1, p2) =
P2(p1, p2)

P (p1)P (p2)
=

E1E2
d6N

dp31dp
3
2(

E1
d3N

dp31

)(
E2

d3N

dp32

) . (1.13)

Táto korela£ná funkcia dosahuje hodnotu 1 vtedy, ke¤ hadróny vôbec nekorelujú. To

nastáva tieº v prípade, ke¤ |p1 − p2| → ∞. Naopak ke¤ |p1 − p2| → 0, korela£ná

funkcia vytvára vrchol. Z princípu neur£itosti vieme, ºe ²írka tohoto ²picu ako funkcia

rozdielu hybnosti bude nepriamo úmerná ve©kosti zdroja. Namiesto hybností p1 a p2
sme zaviedli hybnosti

K =
1

2
(p1 + p2) (1.14a)

q = p1 − p2 (1.14b)

Zdrojom £astíc je horúca hmota charakterizovaná emisnou funkciou S(x, p). Jedno-

£asticové spektrum môºeme vypo£íta´ pod©a vz´ahu (1.10). Korela£nú funkciu získame

pomocou Fourierovej transformácie emisnej funkcie, £ím dostaneme

C(p1, p2) = C(q,K) = 1 +
|
∫

d4xS(x,K) exp(iqx)|2∫
d4xS(x, p1)

∫
d4xS(x, p2)

. (1.15)

Fyzikálne zaujímavá je práve oblas´ okolo ²picu, preto uvaºujeme malé hodnoty q,

odkia© potom p1 ≈ p2 ≈ K. Rovnica (1.15) tak prejde do tvaru

C(q,K)− 1 ≈
|
∫

d4xS(x,K) exp(iqx)|2(∫
d4xS(x,K)

)2 . (1.16)
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V tomto momente je vhodné tieº pozmeni´ sústavu súradníc. Konkrétne spravíme

oto£enie súradníc tak, aby os x bola oto£ená v smere priemetu vektora ~K na prie£nu

rovinu. Túto os sme nazvali hlavnou xo, os na ¬u kolmú v prie£nej rovine sme nazvali

bo£nou xs a os z, ktorá sa nezmenila sme nazvali pozd¨ºnou osou xl2. Zmena súradníc

je znázornená na obr. 1.2. V takýchto súradniciach je ²tvorvektor K rovný

K = (K0, Ko, 0, Kl) . (1.17)

Obr. 1.2: Vz´ah osl súradníc ku klasickým súradniciam. Na obrázku je zelenou farbou

vyzna£ená horúca hmota, £iernou farbou klasické súradnice a £ervenou osl súradnice.

Rozloºením korela£nej funkcie do Taylorovho radu v rozdiele hybnosti q a porovna-

ním s Gaussovým rozdelením sa dá ukáza´, ºe korela£nú funkciu moºno aproximova´

do tvaru

C(q,K)− 1 ≈ exp (−qµqν 〈x̃µx̃ν〉) , (1.18)

kde sme zaviedli zna£enie

x̃µ = xµ − 〈xµ〉 (1.19)

〈f(x)〉 (K) =

∫
d4xf(x)S(x,K)∫

d4xS(x,K)
. (1.20)

Je dôleºité uvedomi´ si, ºe ²tvorvektory q a K sú navzájom previazané rovnicou

qµKµ =
1

2
(p21 − p22) = 0. (1.21)

To znamená, ºe iba tri zloºky relatívnej hybnosti q sú nezávislé. Tú ²tvrtú môºeme

ur£i´ pomocou hybnosti K

q0 = ~q · ~β = qoβo + qlβl. (1.22)
2Indexy osl sú z anglických výrazov out, side, longitudinal.
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kde ~β = ~K/K0.

Ke¤ºe si q0 vieme vyjadri´ pomocou ostatných zloºiek tohoto ²tvorvektora, nebude

sa nachádza´ v Gaussovej parametrizácii. Tú tak môºeme posklada´ z troch zloºiek

vektora ~q

C(q,K)− 1 = exp
(
−R2

oq
2
o −R2

sq
2
s −R2

l q
2
l − 2R2

osqoqs − 2R2
olqoql − 2R2

slqsql
)
, (1.23)

kde koe�cienty Ri sú korela£né polomery alebo tieº HBT polomery. Po dosadení za q0

do rovnice (1.18) dostaneme HBT polomery v tvare

R2
o(K) =

〈(
x̃o − βot̃

)2〉
(K) (1.24a)

R2
s(K) =

〈
x̃2s
〉

(K) (1.24b)

R2
l (K) =

〈(
x̃l − βlt̃

)2〉
(K) (1.24c)

R2
os(K) =

〈(
x̃o − βot̃

)
x̃s
〉

(K) (1.24d)

R2
ol(K) =

〈(
x̃o − βot̃

) (
x̃l − βlt̃

)〉
(K) (1.24e)

R2
sl(K) =

〈(
x̃l − βlt̃

)
x̃s
〉

(K). (1.24f)

HBT polomery nám dávajú informáciu o ve©kosti oblasti, z ktorej sú emitované

hadróny s danou prie£nou hybnos´ou.

1.5 Blast-wave model

Blast-wave model je teoretický model popisujúci produkciu £astíc v zráºkach ´aº-

kých iónov. Je charakterizovaný emisnou funkciou v tvare

S(x, p)d4x =
mt cosh(η − Y )

(2π)3
dηdxdy

τdτ√
2π∆τ

exp

(
−(τ − τ0)2

2∆τ 2

)
× exp

(
−p

µuµ
T

)
Θ (1− r) , (1.25)

kde τ0 je vlastný £as vymrznutia, Θ(x) je Heavisideova funkcia a r = r
R(θ)

je efek-

tívny polomer udávaný v násobkoch vzdialenosti od po£iatku súradníc k okraju horúcej

hmoty.

Teraz do blast-wave modelu zakomponujeme dva typy anizotropií: priestorovú a

expanznú. Priestorová anizotropia je nerovnomernos´ tvaru horúcej hmoty. Hovorí o

tom, ºe hmota, ktorá pri zráºke vznikne, nemá v prie£nej rovine tvar kruhu, ale nie£oho

komplikovanej²ieho a radiálne nesymetrického. Najjednoduch²ie sme získali paramet-

rizáciu priestorovej anizotropie v polárnych súradniciach. Okraj horúcej hmoty sme

zade�novali pomocou polomeru R(θ), ktorý opisuje, aká je vzdialenos´ okraja horúcej
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hmoty od stredu súradníc pod uhlom θ. Tento polomer môºeme napísa´ ako Fourierov

rad

R(θ) = R0

(
1−

∞∑
n=2

an cos (n(θ − θn))

)
. (1.26)

Anizotropia v produkcii hadrónov v²ak nemusí vznika´ len nesymetrickým tvarom

horúcej hmoty, ale tieº nepravidelným rozloºením hadrónov vo vnútri hmoty. To má za

následok, ºe hmota neexpanduje v²etkými smermi rovnako rýchlo a hadróny z nej budú

emitované do niektorých smerov viac ako do iných. Expanznú anizotropiu môºeme pa-

rametrizova´ pomocou Fourierovho radu pre prie£nu rapiditu. Rapidita rastie lineárne

s efektívnym polomerom r. Je to kvôli tomu, ºe uprostred horúcej hmoty musí by´

prie£na rapidita z dôvodu symetrie nulová. Pre prie£nu rapiditu sme preto postulovali

vz´ah

ρ(r, θb) = rρ0

(
1 +

∞∑
n=2

2ρn cos (n(θb − θn))

)
, (1.27)

kde ρ0 a ρn sú parametre tejto anizotropie. Uhly θn sú rovnaké ako vo vz´ahu pre

priestorovú anizotropiu.



Kapitola 2

Emisné funkcie rôznych zdrojov

Experimentálne dáta ukazujú, ºe korela£né funkcie nie sú Gaussovské. Môºme sa

preto domnieva´, ºe ani emisné funkcie nie sú Gaussovské. Experimentálne ur£ené ko-

rela£né funkcie v²ak neopisujú jednotlivé eventy, ale sú výsledkom presumovania kore-

la£ných funkcií cez v²etky eventy. Tento proces môºe ma´ taktieº vplyv na tvar meranej

korela£nej funkcie.

2.1 Gaussovská emisná funkcia

Uvaºujme zdroje emitujúce £astice s eliptickou anizotropiou. Pre ve©ký po£et even-

tov máme takýchto zdrojov mnoho, pri£om kaºdý z nich má iný tvar a iné vlastnosti.

Na za£iatok uvaºujme, ºe emisné funkcie týchto zdrojov majú tvar Gaussovského roz-

delenia:

S(x, y) = Ne−ax
2−by2+2cxy, (2.1)

kde N je normaliza£ná kon²tanta a koe�cienty a, b a c môºeme vyjadri´ pomocou ²írky

hlavnej a ved©aj²ej osi vzniknutej elipsy a pomocou uhlu naklonenia pod©a vz´ahov

a =
cos2 θ2
2R2

1

+
sin2 θ2
2R2

2

(2.2a)

b =
sin2 θ2
2R2

1

+
cos2 θ2
2R2

2

(2.2b)

c =− sin 2θ2
4R2

1

+
sin 2θ2
4R2

2

(2.2c)

Korela£nú funkciu získame z emisnej funkcie pod©a vz´ahu (1.16). Pro�l zdroja v

pozd¨ºnom smere sa faktorizuje a tak sa budeme zaobera´ len tvarom korela£nej funkcie

10
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x

y

θ2

R1

R2

Obr. 2.1: Nákres emisnej funkcie s vyzna£enými polosami

v prie£nej rovine. Najprv vypo£ítame menovate© tohoto vz´ahu:∫∫ ∞
−∞

S(x, y)dxdy =

∫∫ ∞
−∞

Ne−ax
2−by2+2cxydxdy =

∫∫ ∞
−∞

Ne
−a(x− c

a
y)

2
−
(
b− c2

a

)
y2
dxdy

= N

√
π

a

√
π

b− c2

a

=
Nπ√
ab− c2

= N2πR1R2 (2.3)

Takejto emisnej funkcii odpovedá korela£ná funkcia

C(q)− 1 =

∣∣∣ ∫∫ dxdyS(x, y)ei(qox+qsy)
∣∣∣2

(N2πR1R2)2
(2.4)

Rôzne emisné funkcie sú pritom charakterizované parametrami R1, R2 a θ2. Uva-

ºujme, ºe uhol θ2 je rovnomerne rozdelený na intervale (0, π). Rozdelenie polomerov

R1 a R2 môºeme uvaºova´

a) rovnomerné na intervale (A,B). V takomto prípade nemusí plati´, ºe R1 > R2,

preto berieme uhol θ2 z intervalu (0, π
2
).

b) nerovnomerné, zaloºené na geometrii zráºky (obr. 2.2). V takom prípade vieme

oba polomery vyjadri´ pomocou zráºkového parametra b. Ten má hustotu prav-

depodobnosti lineárne rastúcu ρ(b) ∝ b (obr. 2.3). Ak by sme si jadrá pred-

stavili ako dva dokonalé kruhy, vzniknutý prekryv kruhov by mal ved©aj²í po-

lomer R2 = R − b
2
, kde R je polomer jadra a hlavný polomer by mal ve©kos´

R1 =
√
R2 − b2

4
.
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Obr. 2.2: Hustota pravdepodobnosti polomerov horúcej hmoty v prípade, ºe uvaºujeme

ich nerovnomerné rozdelenie zaloºené na geometrii zráºky. Obrázky sú vykreslené pre

R = 10 fm.

Obr. 2.3: Hustota pravdepodobnosti zráºkového parametra pod©a Glauberovho modelu.

Získanú korela£nú funkciu potom môºeme presumova´ cez rôzne hodnoty týchto

parametrov integrovaním∫
dR1ρ(R1)

∫
dR2ρ(R2)

∫
dθ2ρ(θ2)(C(q)− 1). (2.5)

2.1.1 Výpo£et korela£nej funkcie

Korela£nú funkciu získame ako Fourierovu transformáciu emisnej funkcie. Výsledok

tak bude miesto súradníc x a y závisie´ na súradniciach qo a qs.∫
dxdyS(x, y)ei(qox+qsy) =

1

2πR1R2

∫
dye

−
(
b− c

2

a

)
y2+iqsy

∫
dxe−a(x−

c
a
y)

2
+iqox. (2.6)
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Najprv spo£ítame integrál cez x∫
dxe−a(x−

c
a
y)

2
+iqox =

[
x− c

a
y = t

]
= eiqo

c
a
y

∫
e−at

2+iqotdt

= eiqo
c
a
y

∫
e−at

2

(cos qot+ i sin qot) dt. (2.7)

Zo symetrie vieme, ºe ∫ ∞
−∞

e−at
2

sin(qot)dt = 0. (2.8)

Integrovaním druhého £lenu tak dostávame výsledok integrovania cez x v tvare:∫
dxe−a(x−

c
a
y)

2
+iqox = eiqo

c
a
y

√
π

a
e−

q2o
4a . (2.9)

Teraz sa vrátime k integrálu cez y∫
dxdyS(x, y)ei(qox+qsy) =

1

2πR1R2

√
π

a
e−

q2o
4a

∫
e−(b−

c2

a
)y2+iy(qs+qo

c
a
)dy

=
1

2πR1R2

√
π

a
e−

q2o
4a

√
π

b− c2

a

e
−
(qs+

c
a
qo)2

4(b− c2

a
) (2.10)

Spätným dosadením za koe�cienty a,b a c môºeme výsledok upravi´ do preh©adnej²ieho

tvaru

C(q)− 1 = e
−
bq2o+aq

2
s+2cqoqs

2(ab−c2) =

= exp
(
− q2o(R2

1 cos2 θ2 +R2
2 sin2 θ2)− q2s(R2

1 sin2 θ2 +R2
2 cos2 θ2)−

− qoqs sin 2θ2(−R2
1 +R2

2)
)
. (2.11)

Na tomto výpo£te môºeme vidie´, ºe aj korela£ná funkcia je gaussovská. Je to dô-

sledkom toho, ºe Fourierova transformácia Gaussovej funkcie je tieº Gaussova funkcia.

Tento fakt v²ak platí iba pre jeden event. Akonáhle máme eventov viac a kaºdý z nich

má iné parametre R1, R2 a θ2, ich sumovaním sa môºe strati´ táto vlastnos´ a výsledkom

môºe by´ negaussovská funkcia napriek tomu, ºe kaºdý zo zdrojov je gaussovský.

2.1.2 Ustred¬ovanie cez ve©kos´ zdroja

Korela£nú funkciu si vieme prepísa´ do tvaru, v ktorom môºeme integrova´ cez R1

a R2 nezávisle:

C(q)− 1 = e−R
2
1(qo cos θ2−qs sin θ2)2−R2

2(qo sin θ2+qs cos θ2)
2

. (2.12)

Výsledok tejto integrácie uº závisí od uvaºovaného rozdelenia polomerov R1 a R2.
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Rovnomerné rozdelenie

Uvaºujme teda na za£iatok, ºe sú ve©kosti polomerov R1 a R2 dané rovnomerným

rozdelením

R(A,B) =
1

B − A
x ∈ (A,B) (2.13)

V takom prípade integrovaním cez obidva polomery dostaneme chybovú funkciu:∫ B

A

e−R
2
1(qo cos θ2−qs sin θ2)2

B − A
dR1 =

=

√
π [erf(B(qo cos θ2 − qs sin θ2))− erf(A(qo cos θ2 − qs sin θ2))]

2(B − A)(qo cos θ2 − qs sin θ2)
(2.14)

Integrovanie cez R2 je analogické a výsledok je ve©mi podobný.

−0.2 −0.1 0 0.1 0.2

qo [fm
−1

]

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

q
s
 [

fm
−

1
]

Obr. 2.4: Vrstevnicový graf preintegrovanej korela£nej funkcie s rovnomerne rozdele-

nými ve©kos´ami zdroja pre parametre A = 5 fm, B = 10 fm a θ2 = π
6
.

Nerovnomerné rozdelenie

Tentokrát budeme integrova´ iba cez jednu premennú, a to zráºkový parameter. V

korela£nej funkcii si za polomery dosadíme vz´ahy R1 =
√
R2 − b2

4
a R2 = R − b

2
a

upravíme ju do tvaru:

C(q)− 1 = e−R
2
1(qo cos θ2−qs sin θ2)2−R2

2(qo sin θ2+qs cos θ2)
2

= e−R
2
1A

2−R2
2B

2

= e−(R
2− b2

4
)A2−(R− b

2
)2B2

= e−R
2(A2+B2)+RbB2− b2

4
(B2−A2)

= e
A4R2

B2−A2−(B2−A2)
(

b
2
− RB2

B2−A2

)2

. (2.15)
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Rozdelenie zráºkového parametra uvaºujeme lineárne. Aby sme ho mali aj správne

nanormované, budeme ho uvaºova´ v tvare

ρ(b) =
2b

b2max − b2min
b ∈ (bmin, bmax). (2.16)

Integrovaním korela£nej funkcie sa opä´ dostaneme k chybovej funkcii

2e
A4R2

B2−A2

b2max − b2min

∫ bmax

bmin

be
−(B2−A2)

(
b
2
− RB2

B2−A2

)2

db =

[
b

2
− RB2

B2 − A2
= x

]

=
8e

A4R2

B2−A2

b2max − b2min

∫ bmax
2
− RB2

B2−A2

bmin
2
− RB2

B2−A2

(
x+

RB2

B2 − A2

)
e−(B

2−A2)x2dx

=
8e

A4R2

B2−A2

b2max − b2min

[
− e−(B

2−A2)x2

2(B2 − A2)
+

RB2

B2 − A2

√
πerf(

√
B2 − A2x)√

B2 − A2

] bmax
2
− RB2

B2−A2

bmin
2
− RB2

B2−A2

=
4e

A4R2

B2−A2

(b2max − b2min)(B2 − A2)

[
− e−(B2−A2)x2 + 2RB2

√
πerf(

√
B2 − A2x)√

B2 − A2

] bmax
2
− RB2

B2−A2

bmin
2
− RB2

B2−A2

.

(2.17)
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Obr. 2.5: Vrstevnicový graf preintegrovanej korela£nej funkcie pre parametre R = 10fm,

bmax = 14 fm a θ2 = π
6
.

2.1.3 Ustred¬ovanie cez uhol nato£enia

Aby sme ustrednili emisnú funkciu aj cez uhol nato£enia, museli by sme integrova´

vzniknuté funkcie cez θ2. Ani jeden z týchto integrálov sa ale nedá vypo£íta´ analy-

ticky, a preto ich budeme po£íta´ numericky. Integrovaním cez uhol sa navy²e vytratí
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uhlová závislos´ vzniknuté korela£né funkcie sú preto kruhovo symetrické. Na obrázku

2.6 môºeme vidie´ výsledok takéhoto integrovania pre rovnomerne aj nerovnomerne

rozdelené ve©kosti zdroja.
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Obr. 2.6: Vrstevnicové grafy uhlovo ustrednených korela£ných funkcií pre rovnomerne

(v©avo) a nerovnomerne (vpravo) rozdelené ve©kosti zdroja. Obrázok na©avo je vykres-

lený pre parametre A = 5 fm a B = 10 fm, obrázok napravo pre parametre R = 10 fm

a bmax = 14 fm.

Vrstevnicový graf nám ale nepovie ve©a o tom, £i sú dané funkcie gaussovské. Zobe-

rieme preto rez takouto funkciou a na�tujeme ju gaussovskou funkciou, aby sme videli,

£i korela£ná funkcia je alebo nie je gaussovská. To môºeme vidie´ na obrázku 2.7.

Vidíme teda, ºe ustred¬ovanie naozaj spôsobuje to, ºe korela£ná funkcia nemusí

by´ gaussovská aj ke¤ zdroje sú. Aby sme vedeli tento efekt opísa´ aj kvantitatívne,

�tneme korela£né funkcie e²te inou funkciou, a to Lévyho rozdelením

C(q)− 1 = exp (−|qR|α) . (2.18)

Koe�cient α ur£uje, £i je funkcia gaussovská a ak nie, tak ako ve©mi sa od tohto tvaru

lí²i. Pre gaussovskú funkciu je α = 2. Fitnutím dostávame pre obrázok 2.7a α =

1, 8659, pre obrázok 2.7b α = 1, 7052, pre obrázok 2.7c α = 1, 8661 a pre obrázok

2.7d α = 1, 6806. Tieto £ísla ukazujú, ºe sta£í uvaºova´ rovnomerne rozdelené ve©kosti

zdroja a výsledok uº nebude gaussovský. Ak ale uvaºujeme, ºe ve©kos´ zdroja závisí na

zráºkovom parametri, ustrednená korela£ná funkcia sa bude od gaussovskej lí²i´ e²te

viac.
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Obr. 2.7: Rezy korela£nou funkciou. V ©avom st¨pci je £ervenou £iarou znázornený rez

ustrednenej korela£nej funkcie rovnobeºne s osou qo pre rovnomerné rozdelenie ve©kosti

zdroja, v pravom st¨pci je modrou £iarou znázornený rovnaký rez ale pre nerovnomerné

rozdelenie ve©kosti zdroja. V hornom riadku sú rezy kreslené pre qs = 0fm−1 a v dolnom

pre qs = 0, 1 fm−1. Vo v²etkých obrázkoch je £iernou £iarkovanou £iarou znázornený

gaussovský �t tejto funkcie.

2.2 Ustred¬ovanie v Blast-wave modeli

Doteraz sme hovorili o ustred¬ovaní gaussovských emisných funkcií. Teraz sa po-

zrieme, ako ustred¬ovanie ovplyv¬uje realistickej²ie emisné funkcie. Emisná funkcia v
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Obr. 2.8: Rezy korela£nou funkciou. Rovnako ako v predchádzajúcom obrázku je v

©avom st¨pci rez ustrednenej korela£nej funkcie pre rovnomerné rozdelenie ve©kosti

zdroja a v pravom st¨pci pre nerovnomerné rozdelenie ve©kosti zdroja. V hornom riadku

sú rezy kreslené pre qs = 0fm−1 a v dolnom pre qs = 0, 1fm−1. Vo v²etkých obrázkoch je

v tomto prípade £iernou £iarkovanou £iarou znázornený Lévy �t tejto funkcie. Hodnoty

Lévyho parametra α sú (a) 1,8659, (b) 1,7052, (c) 1,8661 a (d) 1,6806.

Blast-wave modeli je de�novaná vz´ahom (1.25). Korela£nú funkciu takejto emisnej

funkcie vypo£ítame pod©a vz´ahu (1.15).

Pre jednoduchos´ sa pozrieme iba na to, ako ovplyv¬uje tvar korela£nej funkcie
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ustred¬ovanie cez uhol θ2. V tomto prípade neuvaºujeme anizotropiu tretieho rádu a

parametre anizotropie druhého rádu nastavíme na hodnoty a2 = ρ2 = 0, 2.
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Obr. 2.9: Rezy korela£nou funkciou. V ©avom st¨pci je £ervenou £iarou znázornený rez

neustrednenej korela£nej funkcie blast-wave modelu rovnobeºne s osou qo, v pravom

st¨pci je modrou £iarou znázornený rovnaký rez ale uhlovo ustrednenej korela£nej fun-

kcie. V hornom riadku sú rezy kreslené pre qs = 0 fm−1 a v dolnom pre qs = 0, 1 fm−1.

Vo v²etkých obrázkoch je £iernou £iarkovanou £iarou znázornený gaussovský �t tejto

funkcie.
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Na obrázku 2.9 sú vykreslené grafy pred1 a po uhlovom ustrednení cez uhol θ2. Ke¤

opä´ �tneme korela£nú funkciu Lévyho rozdelením pod©a vz´ahu (2.18), dostaneme, ºe

v hornom riadku sa hodnota α mení z hodnoty α = 2, 2147 pre neustrednenú korela£nú

funkciu na α = 2, 2020 po ustrednení. Ak sa pozrieme na rez, ktorý neprechádza

po£iatkom, mení sa ustrednením parameter z hodnoty α = 2, 2191 na α = 2, 2053.

Obe hodnoty tak ustrednením klesli zhruba o pol percenta. Aby sme si túto hodnotu

lep²ie predstavili, vykreslili sme korela£nú funkciu pred ustrednením a po ustrednení do

jedného obrázku. Tu je vidno skuto£ný vplyv ustred¬ovania na tvar korela£nej funkcie.
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Obr. 2.10: Porovnanie neustrednenej a ustrednenej korela£nej funkcie Blast-wave mo-

delu. Na obrázku sú £ervenou £iarou znázornené neustrednené korela£né funkcie a

modrou £iarou uhlovo ustrednené korela£né funkcie, pri£om je vºdy vykreslený iba

rez korela£nou funkciou cez qs = 0 fm−1 (v©avo) alebo qs = 0.1 fm−1 (vpravo).

1v prípade pred ustrednením sme pouºili hodnotu uhla θ2 = π/6



Kapitola 3

Simulácia produkcie £astíc

Doteraz sme po£ítali korela£né funkcie priamo z emisných funkcií. Teraz sa na celý

problém pozrieme z druhej strany. Vyuºijeme simula£ný program, ktorý nám vygene-

ruje £astice a korela£né funkcie budeme po£íta´ priamo z dát. Na to budeme taktieº

potrebova´ ur£itý softvér.

3.1 Softvér

3.1.1 DRAGON

DRAGON [3] je program, ktorý generuje £astice produkované v ultrarelativistických

jadrových zráºkach metódou Monte Carlo. Je zaloºený na blast-wave modeli.

Ako prvé DRAGON generuje tvar horúcej hmoty. To znamená, ºe sa vygenerujú

parametre anizotropií z blast-wave modelu an, ρn a θn. Program je upravený tak, ºe

uvaºuje okrem anziotropie druhého rádu aj tretí rád. V horúcej hmote sú následne

generované £astice. Tie dostanú priradený ²tvorvektor polohy a ²tvorhybnos´. Program

zah¯¬a tieº volite©nú produkciu rezonancií, ktoré sa e²te pred detekciou rozpadajú na

¤al²ie £astice.

Parametre anizotropií sú generované s rovnomerným rozdelením v intervale -0,1 aº

0,1 pre druhý rád a v intervale -0,03 aº 0,03 pre tretí rád anizotropií. Výstupom prog-

ramu je súbor so zoznamom £astíc vo formáte OSCAR1999A, t.j. kaºdá udalos´ za£ína

riadkom s poradovým £íslom udalosti a s po£tom £astíc v danej udalosti. Potom nasle-

duje pre kaºdú £asticu riadok s poradovým £íslom £astice, PID £íslom, ²tvorthybnos´ou,

hmotnos´ou a ²tvorvektorom polohy.

DRAGON má implementovanú aj tvorbu dropletov, ktorú sme v²ak nepotrebovali

uvaºova´ a tak sme túto funkciu nechali vypnutú. Tvorbu rezonancií sme naopak nechali

zapnutú. Hranice pozd¨ºnej rapidity sme nastavili v rozmedzí -5 aº 5, pri£om do súboru

sa budú vypisova´ iba £astice s rapiditou v rozmedzí -1 aº 1. Rozdelenie pozd¨ºnej

rapidity je rovnomerné v rámci hraníc.

21
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�al²ie parametre programu sme nastavili pod©a tabu©ky 3.1.

Tabu©ka 3.1: Tabu©ka nastavených hodnôt programu DRAGON

Tfo 0, 095 GeV kinetická teplota vymrznutia

Tch 0, 1656 GeV chemická teplota vymrznutia

µb 0, 028 GeV baryochemický potenciál

µs 0, 0069 GeV chemický potenciál podivnosti

%(E) 0, 7 Gev.fm−3 hustota energie

dN/dY 1600 po£et £astíc na jednotku pozd¨ºnej rapidity

R 10 fm polomer horúcej hmoty

τ0 9 fm/c Bjorkenova doba ºivota

ρ0 0, 6 parameter prie£nej rapidity

3.1.2 AMPT

AMPT [4] je taktieº generátor udalostí, ale nie je zaloºený na blast-wave modeli.

AMPT model má ²tyri hlavné £asti: po£iato£né podmienky, partónové interakcie, pre-

chod z partónovej hmoty do hadrónovej hmoty a hadrónové interakcie. Na generovanie

po£iato£ných podmienok je pouºitý HIJING model [5, 6, 7, 8], rozptyl partónov je

modelovaný pomocou ZPC [9]. Partóny sú rekombinované s vyuºitím lundského stru-

nového fragmenta£ného modelu [10, 11, 12] a dynamika hadrónovej hmoty je zaloºená

na ART modeli [13, 14]. Tento generátor je preto realistickej²í ako DRAGON, av²ak

je £asovo rádovo náro£nej²í a tak je po£et udalostí, ktoré sme schopní vygenerova´,

obmedzený.

V AMPT tieº nemáme priamo moºnos´ kontrolova´ anizotropiu tretieho rádu ne-

jakým parametrom, ke¤ºe sú £astice generované priamo zo simulovanej zráºky. Jediný

parameter, ktorým môºeme ovplyvni´ anizotropiu je zráºkový parameter. Oproti tomu

DRAGON generuje £astice z horúcej hmoty, ktorej parametre sme schopní do programu

priamo zavies´.

My sme generovali udalosti zo zráºok jadier olova 208
82 Pb. Energiu zráºky sme nasta-

vili na hodnotu
√
sNN = 2760 GeV. Aby sme v udalostiach videli anizotropiu, vybrali

sme udalosti s centralitou 20− 40%. Pod©a obr. 2.3 to odpovedá rozmedziu zráºkového

parametra 7 aº 10 fm.

�al²ie parametre programu týkajúce sa jednotlivých krokov programu sme nechali

na predvolených hodnotách pod©a tabu©ky 3.2.
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Tabu©ka 3.2: Tabu©ka nastavených hodnôt programu AMPT

NTMAX 1000 po£et £asových krokov

DT 0, 2 fm ve©kos´ £asového kroku

a 2, 2 parameter lundskej symetrickej rozde©ovacej funkcie

b 0, 5 parameter lundskej symetrickej rozde©ovacej funkcie

µ 2, 097 fm−1 partónová tieniaca hmotnos´1

α 0, 47 parameter v ZPC

3.1.3 CRAB

CRAB [15] je program, ktorý generuje korela£né funkcie. Vstupom do programu je

súbor s bodmi fázového priestoru, ktorý opisuje kone£nú ²tvorhybnos´ a polohu gene-

rovania £astice. Program vyberá dvojice £astíc a po£íta korelácie medzi nimi. CRAB

zárove¬ dokáºe generova´ korela£né funkcie s dôrazom na priemerovanie cez zráºkový

parameter, experimentálnu akceptanciu £i kinematické rezy.

CRAB má tieº implementované korekcie na Coulombovskú interakciu medzi nabi-

tými £asticami a tieº na silnú interakciu. Tieto korekcie sme v²ak nechali vypnuté, aby

nám pre ~q = 0 vznikalo maximum a nie minimum. V experimentálnych dátach, kedy

výsledky obsahujú aj Coulombovskú a silnú interakciu, sa to prejavuje práve poklesom

korela£nej funkcie pre ~q → 0.

Výstupom programu je závislos´ korela£nej funkcie na vektore ~q, pri£om je moºnos´

zvoli´ si, £i má by´ výstup jednorozmerný závislý na qinv alebo trojrozmerný závislý od

zloºiek qo, qs a ql. Ke¤ºe je na²im cie©om �tova´ korela£nú funkciu vo v²etkých troch

rozmeroch, zvolili sme práve druhý spomenutý výstup. �alej si v programe môºeme

zvoli´ rozmedzie zloºiek vektora ~q a po£et bodov, pre ktoré sa bude korela£ná funkcia

generova´. My sme si zvolili, aby program generoval korela£nú funkciu pre 10 bodov v

rozmedzí 0 aº 50 MeV pre kaºdý smer2, teda dokopy 1000 bodov.

V programe je tieº moºnos´ vytvori´ �ltre na £astice. Program prirodzene vyberá

zo v²etkých £astíc iba pióny. Dá sa nastavi´ aj �lter na prie£nu hybnos´ £astíc, no pre

lep²iu ²tatistiku sme ºiadny �lter nenastavili a korela£né funkcie sme po£ítali z £astíc

s ©ubovo©nými prie£nymi hybnos´ami.

Dôleºitým parametrom programu je po£et párov, ktoré chceme vygenerova´. Vä£²ie

mnoºstvo párov zniºuje nepresnos´ výsledkov, no tieº zvy²uje £asovú náro£nos´ výpo£-

tov. Pre na²u prácu sme pouºívali po£et párov rádovo 108, nako©ko £asová náro£nos´

je nieko©ko hodín a nepresnos´ výpo£tov je men²ia ako 0, 5%.
1²tvorec prevrátenej hodnoty tohto parametra je úmerný ú£innému prierezu partónov
2t.j. bude vygenerovaná korela£ná funkcia pre body ~q = (2, 5; 2, 5; 2, 5)MeV, ~q = (2, 5; 2, 5; 7, 5)MeV,

~q = (2, 5; 2, 5; 12, 5) MeV at¤ aº po ~q = (47, 5; 47, 5; 47, 5) MeV.
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3.1.4 Yvenss

Jedná sa o program [16], ktorý triedi jednotlivé udalosti pod©a tvaru [17]. Zaujíma

nás, ktoré udalosti sú si podobné. Z podobných udalostí totiº môºeme bra´ páry £astíc,

ktoré budú z rôznych udalostí, a pritom budú ma´ vlastnosti ako keby boli z rovnakej

udalosti. V¤aka tomu môºeme skúma´ korelácie malých tried udalostí.

Udalosti povaºujeme za podobné aj vtedy, ke¤ majú podobné parametre an a ρn,

ale sú inak oto£ené. Aby Yvenss dokázal takéto udalosti povaºova´ za podobné, musíme

najskôr v²etky udalosti nato£i´ tak, aby mali rovnaký vektor ~q2, ktorý je de�novaný

vz´ahom

~qn =
1

N

(
N∑
i=1

cos(nφi),
N∑
i=1

sin(nφi)

)
, (3.1)

kde N je po£et £astí v jednej udalosti.

3.2 Azimutálna závislos´ korela£ných polomerov

Za£ali sme vygenerovaním 10 000 udalostí pomocou programu DRAGON s nastave-

niami parametrov pod©a popisu v predchádzajúcej sekcii. Kaºdá z týchto udalostí má

iný tvar charakterizovaný parametrami a2, a3, ρ2, ρ3, θ2 a θ3. Platí v²ak, ºe nám môºu

vzniknú´ dve ve©mi podobné udalosti, ktorú sú akurát rôzne oto£ené. Preto musíme

najprv pre kaºdú jednu udalos´ spo£íta´ vektor ~q2. Kaºdú £asticu z danej udalosti po-

tom oto£íme prenásobením maticou rotácie o uhol polovi£ný oproti tomu, ktorý zviera

~q2 s osou x. Tým docielime, ºe v²etky udalosti budú ma´ θ2 ≈ 0.

Ke¤ºe teraz máme v²etky udalosti rovnako nato£ené, vieme, ºe anizotropia druhého

rádu sa medzi jednotlivými udalos´ami nas£íta, zatia© £o anizotropia tretieho rádu

sa navzájom vyru²í [17]. Výsledkom je, ºe pri po£ítaní korela£ných polomerov a ich

azimutálnej závislosti môºeme vidie´ anizotropiu druhého rádu.

Na ur£ovanie azimutálnej závislosti korela£ných polomerov musíme najskôr roztrie-

di´ jednotlivé £astice. Vo v²etkých udalostiach sme potriedili £astice pod©a ich ²tvor-

hybnosti do ôsmich uhlových ko²ov. To znamená, ºe ak hybnos´ £astice v reak£nej

rovine smeruje medzi uhlami 0 a π/4, pôjde £astica do prvého ko²a. Ak táto hybnos´

smeruje medzi uhlami π/4 a π/2, pôjde £astica do druhého ko²a at¤. Vo výsledku tak

budeme ma´ súbory, v ktorých bude rovnako ve©a udalostí, no v kaºdej udalosti bude

iba zhruba osmina po£tu £astíc, ktorá sa tam nachádzala pred triedením.

Z kaºdého ko²a tak môºeme pomocou programu CRAB vypo£íta´ 3D korela£nú fun-

kciu. Tá zakaºdým odpovedá inému intervalu azimutu. CRAB sme nastavili, aby h©adal

108 párov £astíc. Fitnutím korela£nej funkcie Gaussom následne dostaneme korela£né

polomery (obr. 3.2).

Z obrázkov vidíme, ºe neistoty �tu sú relatívne ve©ké. Zníºi´ túto neistotu môºeme
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q2
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Udalost A

q2

Udalost B

q2

Porovnanie udalostí

Obr. 3.1: Aj udalosti, ktoré na prvý poh©ad vyzerajú odli²ne môºu by´ ve©mi podobné,

len rôzne nato£ené. Tým, ºe v²etky udalosti nasmerujeme tak, aby mali rovnaký smer

vektoru ~q2, nájdeme aj podobnos´ takýchto udalostí.

dvomi spôsobmi. Bu¤ zvý²ime ²tatistiku tým, ºe vygenerujeme viac udalostí a tým aj

viac £astíc, alebo necháme v programe CRAB h©ada´ viac párov £astíc, z ktorých sa

po£íta korela£ná funkcia. Oba spôsoby v²ak výrazne zvy²ujú £asovú náro£nos´ prog-

ramu.

V druhom kroku sme pre zvý²enie ²tatistiky vygenerovali 200 000 udalostí a postu-

povali sme analogicky, ako s predchádzajúcim výstupom. Opä´ sme £astice roztriedili

do uhlových ko²ov a spo£ítali azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov. Tentokrát

sme v²ak nechali program CRAB, aby po£ítal 5 ·108 párov £astíc. Výsledná azimutálna

závislos´ oboch korela£ných polomerov je znázornená na obrázku 3.3.

Tieto simulované udalosti mali zatia© anizotropiu kontrolovanú parametrom. �a-

lej sme sa preto pozreli na udalosti nasimulované v programe AMPT. Tento program

je v²ak £asovo rádovo náro£nej²í ako DRAGON, preto sme na za£iatok pouºili iba 5

000 nasimulovaných udalostí. Opä´ sme postupovali analogicky ako v predchádzajúcich

dvoch prípadoch, teda sme udalosti najskôr pootá£ali a potom spo£ítali korela£né fun-

kcie programom CRAB. Po£et h©adaných párov £astíc sme nastavili na 2·108. Výsledná

závislos´ korela£ných polomerov je na obrázku 3.4
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Obr. 3.2: Azimutálna závislos´ korela£ných polomerov pre 10 000 udalostí. Na hornom

grafe je azimutálna závislos´ pre R2
o, na dolnom pre R2

s. Neistota v x-ovom smere

odpovedá ²írke uhlového ko²a, v y-ovom smere sa jedná o neistotu �tu. Modrou £iarou

je znázornený �t tohoto grafu funkciou f(x) = a+ b cos(2x). Udalosti boli simulované

s anizotropiami v rozmedzí -0,1 aº 0,1 pre druhý rád a -0,03 aº 0,03 pre tretí rád.

Korela£né funkcie boli v tomto prípade generované bez rezu na prie£nu hybnos´.
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Obr. 3.3: Azimutálna závislos´ korela£ných polomerov pre 200 000 udalostí. Na hornom

grafe je azimutálna závislos´ pre R2
o, na dolnom pre R2

s. Neistota v x-ovom smere

odpovedá ²írke uhlového ko²a, v y-ovom smere sa jedná o neistotu �tu. Modrou £iarou

je znázornený �t tohoto grafu funkciou f(x) = a+ b cos(2x). Udalosti boli simulované

s anizotropiami v rozmedzí -0,1 aº 0,1 pre druhý rád a -0,03 aº 0,03 pre tretí rád.

Korela£né funkcie boli v tomto prípade generované bez rezu na prie£nu hybnos´.
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Obr. 3.4: Azimutálna závislos´ korela£ných polomerov pre 5 000 udalostí vygene-

rovaných programom AMPT. Na hornom grafe je azimutálna závislos´ pre R2
o, na

dolnom pre R2
s. Neistota v x-ovom smere odpovedá ²írke uhlového ko²a, v y-ovom

smere sa jedná o neistotu �tu. Modrou £iarou je znázornený �t tohoto grafu fun-

kciou f(x) = a + b cos(2x). Parametre simulovaných zráºok boli
√
sNN = 2760 GeV,

bmin = 7 fm a bmax = 10 fm, zráºaným materiálom bolo olovo.
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3.3 Korelácie v podobných udalostiach

Doteraj²í výsledok zatia© nie je aº taký zaujímavý, pretoºe na obrázkoch vidíme iba

druhý rád anizotropie. Je to preto, ako sme uº spomínali, ºe pri s£ítaní cez ve©ké mnoº-

stvo udalostí, ktoré sú v²etky nato£ené tak, aby mali θ2 ≈ 0, sa tretí rád anizotropií

navzájom vyru²í a druhý rád sa naopak s£íta. Preto teraz udalosti zoradíme tak, aby

boli ved©a seba udalosti s podobným tvarom. Pustíme preto program Yvenss na na²u

prvú vzorku 10 000 vygenerovaných udalostí z DRAGON-u. Po zoradení udalostí a ich

roztriedení do desiatich tried udalostí sme z programu dostali tieº uhlové rozdelenie

£astíc v jednotlivých triedach, ktoré sú znázorené na obr. 3.5. Pre lep²ie porovnanie

jednotlivých tried sme tieº vypo£ítali koe�cienty v2 a v3 pre kaºdú triedu. Závislos´

týchto koe�cientov na triede je znázornený na obr. 3.6. Na týchto grafoch je ve©mi

pekne vidno, ako sa postupne pomaly mení tvar udalostí. Zárove¬ si môºme v²imnú´,

ºe v3 sa postupne mení na symetrickom intervale z kladnej hodnoty na zápornú. Beºne

je zauºívaná konvencia, ºe v3 je kladné a mení sa fázový uhol. Táto konvencia, v kto-

rej sa fázový uhol nemení a v3 naberá aj záporné hodnoty, je v²ak informatívnej²ia,

pretoºe v¤aka nej vidíme, ºe udalosti v prvej a poslednej triede majú presne opa£né

anizotropie tretieho rádu.
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Obr. 3.5: Uhlové rozdelenie po£tu £astíc v jednotlivých triedach. 10 000 DRAGON-om

vygenerovaných udalostí sme zoradili pod©a podobnosti a rozdelili do desiatich ko²ov.

Na histogramoch sú znázornené priemerné po£ty £astíc v závislosti od azimutu pre

jednotlivé ko²e.

Udalosti tak máme zoradené a roztriedené do desiatich tried. Pre kaºdú triedu
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Obr. 3.6: Vývoj koe�cientov v2 a v3 v jednotlivých triedach. Na hornom obrázku vi-

díme závislos´ koe�cientu v2 od triedy, na spodnom sa jedná o koe�cient v3. Triedy sú

vytvorené zoradením 10 000 udalostí vygenerovaných DRAGON-om.

môºeme opä´ ur£i´ azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov. Korela£né funkcie tak

budeme musie´ po£íta´ pre 80 bodov, preto sme po£et párov h©adaných programom

CRAB nastavili na 1 · 108, £o nám síce zvý²i nepresnos´, no zna£ne zníºi £as výpo£tu.

Na obr. 3.7 a 3.8 sú znázornené azimutálne závislosti oboch korela£ných polomerov

pre jednotlivé triedy udalostí. Tu sme tieº na�tovali jednotlivé grafy funkciou f(x) =

a(1 + b cos(2x) + c cos(3(x− d))). Na na�tovaných grafoch vidíme kombináciu druhého

aj tretieho rádu anizotropií. Navy²e medzi jednotlivými grafmi vidíme, ako sa tvar

udalostí postupne mení z jednej triedy na druhú.
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Obr. 3.7: Azimutálna závislos´ Ro jednotlivých tried udalostí. 10 000 DRAGON-om vy-

generovaných udalostí sme zoradili pod©a podobnosti a rozdelili do desiatich ko²ov. Ne-

istota v x-ovom smere odpovedá ²írke uhlového ko²a, v y-ovom smere sa jedná o neistotu

�tu. Modrou £iarou je znázornený �t funkciou f(x) = a(1+b cos(2x)+c cos(3(x−d))).
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Obr. 3.8: Azimutálna závislos´ Rs jednotlivých tried udalostí. 10 000 DRAGON-om vy-

generovaných udalostí sme zoradili pod©a podobnosti a rozdelili do desiatich ko²ov. Ne-

istota v x-ovom smere odpovedá ²írke uhlového ko²a, v y-ovom smere sa jedná o neistotu

�tu. Modrou £iarou je znázornený �t funkciou f(x) = a(1+b cos(2x)+c cos(3(x−d))).
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Korela£né polomery s anizotropiou druhého a tretieho rádu môºeme zapísa´ tieº v

tvare Fourierovho radu

R2
µ = R2

µ,0 +
∞∑
n=1

R2
µ,n cos (n (φ− δn)) . (3.2)

Vývoj týchto koe�cientov v jednotlivých triedach nám prezradí viac o tom, ako sa

postupne mení tvar udalostí. Na obr. 3.9 sú znázornené vývoje relatívnych fourierovych

koe�cientov korela£ných polomerov. Vidíme, ºe z dôvodu nízkej ²tatistiky a malého

po£tu udalostí v jednotlivých triedach, sú neistoty relatívne vysoké. Napriek tomu

môºeme vidie´ vývoj medzi jednotlivými triedami.

3.4 �al²í výskum

�asová náro£nos´ jednotlivých programov nám nedovolila získa´ výsledky s pres-

nos´ou, s akou by sme boli spokojní. V najbliº²ej dobe máme v pláne získa´ korelácie v

podobných udalostiach aj pre vzorku 200 000 udalostí vygenerovaných DRAGON-om.

Tu v²ak najskôr musíme vyrie²i´ problém s programom Yvenss, ktorý takýto ve©ký

po£et udalostí nezvláda triedi´ kvôli nedostatku pamäti. Ke¤ºe pri tomto postupe po-

trebujeme vypo£íta´ korela£nú funkciu pre 80 bodov, je potrebné si premyslie´, akú

presnos´ od výsledkov poºadujeme, a teda aký po£et h©adaných párov £astíc treba v

programe CRAB nastavi´.

Taktieº uº máme vygenerovaných 10 000 udalostí z programu AMPT. Na tejto

vzorke môºeme taktieº najskôr ur£i´ azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov a

potom udalosti zoradi´ a ur£i´ azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov pre men²ie

triedy udalostí.

Ako ¤al²í vhodný generátor udalostí by mohol by´ pouºitý program URQMD [18],

ktorý je rýchlej²í ako AMPT, a tak by sme mohli pracova´ s vä£²ím mnoºstvom udalostí.
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Obr. 3.9: Vývoj relatívnych fourierovych koe�cientov korela£ných polomerov v jed-

notlivých triedach. V prvom riadku v©avo je znázornený vývoj R2
o,2/R

2
o,0, vpravo je

znázornený vývoj R2
o,3/R

2
o,0, v druhom riadku v©avo je R2

s,2/R
2
s,0, vpravo je R2

s,2/R
2
s,0

a v poslednom riadku je znázornený vývoj fázy δ3. Triedy sú vytvorené zoradením 10

000 udalostí vygenerovaných DRAGON-om.



Záver

Táto práca bola rozdelená na dve hlavné £asti. V prvej £asti práce bolo na²im

cie©om ukáza´, aký vplyv má priemerovanie a s£ítavanie udalostí na tvar korela£nej

funkcie.

Výsledky z experimentálnych dát ukazujú, ºe korela£ná funkcia nemá presný gaus-

sovský tvar, ale je mierne odli²ná. V na²ej práci sme v²ak ukázali, ºe to, ºe je korela£ná

funkcia neguassovská, môºe vyplýva´ aj z toho, ºe sa pri výpo£te s£ítavali udalosti s

rôznymi tvarmi £i rôzne oto£ené udalosti. Ukázali sme, ºe aj keby boli výsledkom jed-

notlivých udalostí gaussovské korela£né funkcie, ustred¬ovaním cez ve©kos´ zdroja sa

táto vlastnos´ stratí, a výsledkom bude negaussovská korela£ná funkcia.

To, ako ve©mi je korela£ná funkcia negaussovská, vieme ve©mi pekne pozorova´ po-

mocou Lévyho parametru. Máme teda aj kvantitatívnu ukáºku toho, ºe ustred¬ovanie

skuto£ne spôsobuje to, ºe sa výsledok vz¤aluje od gaussovskej funkcie. To ukázalo

aj posledné cvi£enie, kedy sme sa pozreli na korela£né funkcie z Blast-wave modelu.

Zobrali sme rôzne oto£ené korela£né funkcie a jednoducho sme ich ustrednili. Výsled-

kom bola zmena Lévyho parametru, a teda ºe sa nám korela£ná funkcia v dôsledku

ustrednenia vzdialila od gaussovskej funkcie.

V druhej £asti práce sme sa pozreli na simulované udalosti. Vygenerovali sme si

udalosti pomocou programov DRAGON a AMPT. Tieto udalosti majú rôzne tvary,

medzi ktorými sme sa snaºili nájs´ navzájom podobné udalosti. Aby sme sa vyhli

tomu, ºe dve podobné udalosti budú len rôzne oto£ené, oto£ili sme v²etky udalosti

jedným smerom, teda tak, aby mali uhol θ2 nulový.

Takto pootá£ané udalosti majú tú vlastnos´, ºe v sú£te sa anizotropia druhého

rádu nas£íta, zatia© £o anizotropia tretieho rádu sa vyru²í. To môºeme ve©mi pekne

pozorova´, ke¤ ur£íme azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov. To sme urobili

hne¤ pre tri rôzne vzorky udalostí: 10 000 udalostí z DRAGON-u, 200 000 udalostí z

DRAGON-u a 5 000 udalostí z AMPT. Vo v²etkých troch prípadoch môºeme vidie´

jasnú harmonickú zloºku cos(2x).

Aby sme uvideli aj tretí rád anizotropií, museli sme udalosti zoradi´ pod©a ich

podobnosti. To sme urobili pomocou programu Yvenss, ktorý je zaloºený na triedení

udalostí pod©a tvaru. Udalosti sme teda zoradili a rozdelili do desiatich men²ích tried.

V kaºdej triede sa tak nachádzali podobné udalosti. Preto sme ¤alej v kaºdej triede

35
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opä´ ur£ili azimutálnu závislos´ korela£ných polomerov. Na týchto obrázkoch môºeme

pekne vidie´, ako sa uhlová závislos´ a teda aj priemerný tvar udalosti mení medzi

jednotlivými triedami. Taktieº tu môºeme vidie´ aj kombináciu anizotropií druhého aj

tretieho rádu na jednom grafe. Tento proces sme kvôli £asovej náro£nosti urobili iba pre

vzorku 10 000 udalostí z DRAGON-u, no v najbliº²ej dobe máme v pláne pokra£ova´

a proces zopakova´ aj s vä£²ou ²tatistikou.
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